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Izvle£ek
V tem delu teoreti£no ²tudiramo resonanco Zb, opaºeno leta 2011 v detektorju Belle,
ki izkazuje tetrakvarkovsko strukturo. Sistem analiziramo s kvantno kromodina-
miko na mreºi, saj gre za mo£no interagirajo£ sistem v neperturbativnem reºimu.
Iz razpadnih produktov resonance je mogo£e sklepati na kvarkovsko strukturo b¯bd¯u.
Zaradi ogromne razlike mas med kvarki uporabimo Born-Oppenheimerjev pribliºek,
kjer teºja kvarka b¯ in b v prvem koraku privzamemo za stati£na. Moºna stanja, s
katerimi opi²emo tetrakvark Zb, razvrstimo v dva tipa. Prvemu ustreza par intera-
girajo£ih mezonov B in B¯∗, drugemu pa interagirajo£a botomonij Υ in pion s tremi
najniºjimi vrednostmi gibalne koli£ine, ki so v skladu s simetrijo sistema. Stanja z
neni£elno gibalno koli£ino piona moramo vklju£iti v analizo, saj ta ²e vedno leºijo
pod vrednostjo resonanc Zb. Do sedaj tega ni vsebovala ²e nobena ²tudija. Z izbra-
nimi operatorji numeri£no izra£unamo korelacijske funkcije, iz katerih izlu²£imo la-
stne energije sistema kot funkcijo razdalje med teºkima kvarkoma. Za interpretacijo
energijskega spektra izra£unamo lastne energije neinteragirajo£e verzije originalnega
sistema. Po primerjavi ustreznih lastnih energij opazimo o£itno odstopanje v kanalu
BB¯∗, kjer je za majhne razdalje med mezonoma B znaten privla£en potencial. Iz-
lu²£en potencial nato uporabimo za re²evanje Schrödingerjeve ena£be za mezona v
teºi²£nem sistemu. Preu£imo stanja, ki jih tak²en potencial dopu²£a, ter sku²amo
rezultate povezati z izmerjenio resonanco Zb.
Klju£ne besede: fizika osnovnih delcev, mo£na interakcija, kvantna kromodina-
mika na mreºi, tetrakvark Zb, Born-Oppenheimerjev pribliºek
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Abstract
In this thesis we study the resonance Zb, observed in 2011 at Belle detector, with
exotic quark structure. We analyse the system using quantum chromodynamics on
lattice, since the system considered is governed by the strong interaction in non-
perturbative regime. From decay channels of Zb, it is possible to deduce that the
valence quark structure is b¯bd¯u. A large difference in mass of the valence quarks
allows us to use Born-Oppenheimer approximation, where in the first step of the
calculation the two heavier quarks b¯ and b are treated as static. Possible states,
that we use to describe Zb, are classified into two types. The first set resembles
two interacting mesons, B and B¯∗. The second one describes bottomonium Υ and
a pion with three different smallest values of momenta, that are allowed by the
symmetry of the system. States with non-zero pion momenta need to be included,
since some of them still lie below or close to the threshold of the Zb resonance. Up
to this point no theoretical study has included those states in their analysis. After
chossing the operators we compute the correlation function, from which we extract
the eigen energies as a function of separation of the two heavy quarks. To make
any physical conclusion based of the spectrum, we compute eigenenergies of a non-
interacting version of the original system. After comparing the two, we observe a
large deviation in the channel BB¯∗, where for small separations between the two
mesons there appears a large binding potential. The extracted potential is then
used to solve the Schrödinger equation for mesons in the center of mass system. We
analyse the states, that are allowed by the potential, and try to connect those with
the experimentally observed resonance Zb.
Keywords: particle physics, strong interaction, quantum chromodynamics on lat-
tice, tetraquark Zb, Born-Oppenheimer approximation
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Poglavje 1
Uvod
Vsa znana snov je sestavljena iz osnovnih delcev, ki jih delimo na kvarke in lep-
tone. Med seboj interagirajo prek ²tirih osnovnih interakcij, kamor spadajo mo£na,
elektromagnetna, ²ibka in gravitacijska. Najmo£nej²o izmed njih, mo£no silo, izku-
sijo le kvarki. Ti se prek nje med seboj povezujejo v nove sestavljene delce, ki jih
imenujemo hadroni. Konvencionalno jih delimo na barione, ki so sestavljeni iz treh
valen£nih kvarkov, ter mezone iz valen£nega kvarka in antikvarka (slika 1.1 levo).
Najbolj tipi£na predstavnika sta proton in nevtron, ki ju uvr²£amo med barione.
Poznamo ²est vrst (ali okusov) kvarkov. Med seboj se razlikujejo po masi in
elektri£nem naboju. Razvrstimo jih v tri generacije. V prvo, najlaºjo, sodita okusa
u (ang. up) in d (ang. down), ki gradita protone in nevtrone, torej vso obstojno
barionsko snov v vesolju. V drugo generacijo spadata okusa c (ang. charm) in s
(ang. strange), v zadnjo, najteºjo, pa t (ang. top) in b (ang. bottom). Kvarki iz
zadnjih dveh generacij niso obstojni in razpadajo v laºje, bolj stabilne delce.
Kvarki £utijo mo£no interakcijo zaradi dodatnega naboja, imenovanega barva.
Obstajajo v treh moºnih (barvnih) baznih stanjih, in sicer rde£em, zelenem ali
modrem (to izrazoslovje nima ni£ opraviti z barvo v smislu valovne dolºine ele-
ktromagnetnega valovanja in je le analogija, ki izhaja iz dejstva, da so barve v
vidnem spektru ravnotako sestavljene iz treh primarnih barv). Pri mo£nih interak-
cijah kvarki izmenjujejo barvna stanja prek gluonov, prena²alcev mo£ne sile. Ker ti
ravno tako nosijo barvo, lahko interagirajo tudi med seboj.
Procese med kvarki in gluoni, ki vklju£ujejo mo£no interakcijo, opisuje kvantna
kromodinamika. eprav teorijo obravnavamo kot temeljno (in do sedaj vse kaºe,
da je), je s kvantno kromodinamiko zahtevno opisati velik del pojavov pri niºjih
energijah. Zaradi prej omenjene samointerakcije gluonov je teorija v tem reºimu ne-
perturbativna, zato se ne moremo posluºiti ustaljenih metod perturbacijske teorije.
Do danes je kvantna kromodinamika na mreºi edini na£in, s katerim lahko ²tudi-
ramo mo£no interakcijo v hadronih s fundamentalnimi principi. Pri tem pristopu
kvantno kromodinamiko formuliramo z uporabo popotnih integralov na kon£ni mreºi
prostora-£asa. V tej obliki lahko numeri£no izvrednotimo korelacijske funkcije, ki
nosijo informacije o obravnavanem sistemu, iz katerih lahko nato izlu²£imo fizikalne
koli£ine. Ker postopek zahteva veliko ra£unsko mo£ ra£unalnikov, je kljub jasno
zastavljenim ciljem potrebno narediti precej pribliºkov, da analizo pripeljemo do
konca. Tako je v hadronski fiziki ²e ogromno odprtih vpra²anj, kljub temu, da je
kvantna kromodinamika na mreºi v uporabi ºe skoraj pol stoletja.
Z dostopom do ra£unalnikov vse ve£jih zmogljivosti pa se nam odpirajo vrata do
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Slika 1.1: Levo stojita dva predstavnika konvencionalnih hadronov, mezon, ki je sestavljen
iz kvarka in antikvarka, ter barion, ki je sestavljen iz treh kvarkov. Na desni stojita primera
eksoti£nih hadronov, in sicer tetrakvark, sestavljen iz dveh kvarkov in dveh antikvarkov, ter
pentakvark, ki je sestavljen iz ²tirih kvarkov in enega antikvarka [2].
razumevanja vse bolj zapletenih sistemov. Med tak²ne spadajo eksoti£ni hadroni.
Gre za kvarkovske strukture, ki jih ne moremo uvrstiti med konvencionalne hadrone.
Eksoti£ni hadroni vsebujejo vsaj ²tiri valen£ne kvarke oziroma kot veleva na£elo o
brezbarvnosti stanj, dva kvarka in dva antikvarka (slika 1.1 desno). Fiziki so o
njihovem obstoju ugibali kmalu po vzpostavitvi kvarkovskega modela hadronov v
sedemdesetih letih prej²njega stoletja, vseeno pa je preteklo ve£ desetletij, preden
so jih uspeli zaznati. Njihova eksperimentalna potrditev se je za£ela z odkritjem
eksoti£nega hadrona leta 2003 in od takrat je ²tevilo le-teh naraslo na nekaj deset
in ²e nara²£a [1].
V tem delu s kvantno kromodinamiko na mreºi analiziramo resonanco Zb, ki so
jo opazili leta 2011 v trkalniku KEKB z detektorjem Belle (slika 1.2). Pri trkanju
elektronov in pozitronov so odkrili pove£ano ²tevilo dogodkov pri razpadu dveh bo-
tomoniju podobnih struktur, ki izkazujeta tetrakvarkovsko sestavo [3, 4, 5]. Energiji
in razpadni ²irini obeh resonanc sta podani v spodnji tabeli [6]:
resonanca masa [MeV] razpadna ²irina [MeV]
Zb 10610 18.4
Z ′b 10650 11.5
(1.1)
Obe stanji razpadata po kanalih Υ(nS)pi+ (n = 1, 2, 3), hb(nP )pi+ (n = 1, 2) ter
B+B¯∗0 +B∗+B¯0. Tu sta Υ(nS) in hb(nP ) botomonija (bb¯) s kvantnimi ²tevili JPC =
1−− in 1+− zaporedoma, pi+ je pion (ud¯) s kvantnimi ²tevili JP = 0−, B+ in B∗+ sta
B mezona (b¯u) s kvantnimi ²tevili JP = 0− in 1− zaporedoma, B¯0 in B¯∗0 pa sta B¯
mezona (bd¯) s kvantnimi ²tevili JP = 0− in 1− zaporedoma. Razvejitvena razmerja
za zgornje razpadne kanale so podana v spodnji tabeli [6]:
resonanca Υpi[%] hbpi[%] BB¯∗[%]
Zb 11.1 8.2 85.6
Z ′b 4.7 23.4 74
(1.2)
Iz mas in kvarkovske sestave razpadnih produktov lahko sklepamo na prisotnost para
b¯b v opaºenih resonancah. Mase zgornjih botomonijev namre£ zavzemajo vrednosti
od 9460 MeV za Υ(1S) do 10355 MeV za Υ(3S), medtem ko je vsota mas mezonov
B in B¯∗ enaka 10603 MeV [6]. Ker razpadni produkti nosijo enotski pozitiven
naboj, morata resonanci vsebovati dodatne kvarke, kjer je najverjetnej²i kandidat
par lahkih kvarkov u in d¯. Kvarkovska sestava resonanc Zb, ki jo privzamemo v tem
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delu, je bb¯ud¯. Iz izmerjenih kvantnih ²tevil rapadnih produktov je mogo£e sklepati
tudi na kvantna ²tevila resonance. Ta so JP = 1+.
To magistrsko delo je prva dalj²a ²tudija resonance Zb, saj razen preliminarnih
obravnav s kvantno kromodinamiko na mreºi ²e ni bilo [7, 8]. V analizo kot prvi
vklju£imo stanja Υpi z neni£elno gibalno koli£ino pionov. Energije teh stanj za
najmanj²e vrednosti gibalne koli£ine namre£ ²e vedno leºijo pod pragom resonanc
in so zato nepogre²ljiva v obravnavi. Iz te ²tudije je nastal tudi £lanek z naslovom
Zb tetraquark channel from lattice QCD and Born-Oppenheimer approximation [9].
]
Slika 1.2: tevilo izmerjenih dogodkov v odvisnosti od invariantne mase botomonija (Υ)
in piona (pi). To£ke z napako prikazujejo izmerke, polna £rta pa rezultate prilagajanja.
Opazimo dva vrhova pri energijah 10.61 GeV in 10.65 GeV, ki ustrezata resonancam Zb.
Rezultati so bili pridobljeni z detektorjem Belle v asimetri£nem trkalniku e+e− KEKB. [3]
V prvem poglavju predstavimo teorijo, ki jo uporabljamo v delu. Najprej ob-
novimo na£ela kvantne kromodinamike, opi²emo formulacijo te teorije na mreºi in
prikaºemo njeno uporabo. V nadaljevanju se posvetimo opisu dela in metod, ki smo
jih v ²tudiji uporabili. Za£nemo s poglavjem o Born-Oppenheimerjevem pribliºku,
ki smo ga uporabili na podlagi velikih masnih razlik med valen£nimi kvarki. Nada-
ljujemo s poglavjem, kjer skonstruiramo ustrezne kreacijske operatorje, s katerimi
modeliramo tetrakvarkovski sistem Zb. Sledi poglavje, kjer analiti£no izvrednotimo
korelacijske funkcije. Tu uporabljamo izvore lahkih kvarkov u in d¯, razmazane z
distilacijsko metodo. Od tod nadaljujemo z re²evanjem posplo²enega problema la-
stnih vrednosti, s katerim izlu²£imo energijski spekter iz korelacijskih funckij. Tega
primerjamo z neinteragirajo£im energijskim spektrom modelskih stanj in preu£imo
odstopanja. V zadnjem poglavju re²imo Schrödingerjevo ena£bo za potencial, ki ga
izlu²£imo iz energijskega spektra, in poveºemo dobljene re²itve z eksperimentalno
ugotovljenimi stanji.
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Poglavje 2
Teorija mo£ne interakcije
2.1 Kvantna kromodinamika
Teorija mo£ne sile se imenuje kvantna kromodinamika. Opisuje kvarke, gluone in
njihove medsebojne interakcije. V okviru kvantne kromodinamike so kvarki masivni
delci s spinom 1
2
, ki jih opi²emo s fermionskimi polji:
ψ(f)(x), ψ¯(f)(x), (2.1)
kjer f ozna£uje okus kvarka. Nosijo dodatni naboj mo£ne sile, imenovan barva
(od tod tudi ime kromodinamika). Barvno stanje kvarka je poljubna normirana
kombinacija treh baznih stanj: rde£e, zeleno, modro. Zapi²emo ga kot stolpec treh
kompleksnih ²tevil. Med barvnimi stanji lahko prehajamo z delovanjem 3×3 matrik
U , ki ohranjajo dolºino vektorjev, zato mora veljati mora pogoj: U †U = 1. Mnoºica
tak²nih matrik, z dodatnim pogojem det(U) = 1, tvori grupo SU(3). Ker absolutna
vrednost barve ni merljiva, mora biti teorija mo£ne interakcije invariantna na zgornje
transformacije.
Pri konstrukciji kvantne kromodinamike se opremo na ²e stroºje umeritveno na-
£elo, ki od fizikalne teorije zahteva invariantnost na lokalne umeritvene transforma-
cije:
ψ(x)→ ψ′(x) = U(x)ψ(x), ψ¯(x)→ ψ¯′(x) = ψ¯(x)U †(x). (2.2)
Tedaj je element grupe U(x) ∈ SU(3) poljubna gladka funkcija prostora-£asa. Pra-
vimo, da je SU(3) umeritvena grupa kvantne kromodinamike. Invariantno akcijo
lahko zapi²emo z vpeljavo umeritvenega polja
Aµ(x), (2.3)
ki se glede na umeritvene transformacije vede kot
Aµ(x)→ A′µ(x) = U(x)Aµ(x)U †(x) +
i
g
U(x)∂µU
†(x), (2.4)
kjer je g sklopitvena konstanta mo£ne interakcije. To polje opisuje brezmasne gluone
s spinom 1. Zgornji izraz pribije vrednosti polja Aµ v Liejevo algebro umeritvene
grupe, zato ga lahko razvijemo po njenih generatorjih T a (Gell-Mannovih matrikah),
Aµ(x) =
3∑
a=1
Aaµ(x)T
a, (2.5)
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Akcija kvantne kromodinamike je tedaj [10]
S = SG + SF =
∫
d4x
−1
4
(F aµν)
2 +
Nf∑
f=1
ψ¯(f)(iγµDµ −m(f))ψ(f)
 . (2.6)
Prvi £len v zgornji akciji predstavlja kineti£ni £len gluonskega polja, kjer je Fµν
napetostni tenzor polja, ki ga izrazimo z Aaµ kot
F aµν = ∂µA
a
ν − ∂νAaµ + gfabcAbµAcν . (2.7)
Zaradi neabelove strukture umeritvene grupe se v akciji pojavljajo kubi£ni in kvar-
ti£ni £leni umeritvenega polja, ki vodijo do gluonskih samointerakcij.
Drugi £len v akciji predstavlja fermionski del in je enak vsoti akcij za posamezen
okus. Sklopitev kvarkovskega polja z gluonskim poljem je zakrita v kovariantnem
odvodu,
Dµ = ∂µ − igAµ, (2.8)
ki doprinese interakcijski £len gψ¯(f)γµAµψ(f). Ta omogo£a interakcije, ki so she-
matsko prikazane na sliki 2.1. Od tu naprej bomo zaradi preglednosti vsoto po
kvarkovskih okusih v akciji izpu²£ali.
]
Slika 2.1: Dva Feynmanova diagrama, ki prikazujeta moºna procesa znotraj kvantne kro-
modinamike. Oba prispevata k medsebojni interakciji kvarkov. Prvi diagram, ki vsebuje v
zanki kvark, sen£i interakcijo med kvarkoma, med tem ko jo drugi diagram z gluonom v
zanki oja£i.[11]
Dinamika, ki jo dolo£a zgornja akcija, vodi do dveh unikatnih pojavov, ki jima
pravimo asimptotstka svoboda in ujetje kvarkov. Oba sta neposredno povezana z
odvisnostjo sklopitvene konstatne mo£ne interakcije g od energije, ki jo prikazuje
slika 2.2. V visokoenergijskem reºimu (ali ekvivalentno na majhnih razdaljah) vre-
dnost sklopitvene konstante pada, zato so tedaj kvarki skoraj prosti - asimptotska
svoboda. Po drugi strani v nizkoenergijskem reºimu (ali ekvivalentno na velikih raz-
daljah) sklopitvena konstanta naraste in zato kvarkom prepre£uje odcepitev - ujetje
kvarkov. Slednji pojav je odgovoren za tvorbo hadronov, zaradi £esar jih ne moremo
obravnavati s perturbativnimi metodami, ki delujejo le v primeru ²ibkih sklopitev.
Za preu£evanje mo£no interagirajo£ih sistemov v neperturbativnem reºimu se zato
posluºimo drugih metod.
Teorijo, ki jo podaja akcija 2.6, kvantiziramo prek popotnega integrala. Namesto
s kvantizacijo operatorjev pri£akovane vrednosti opazljivk izra£unamo s popotnim
integralom klasi£nih koli£in, kjer se²tevamo po vseh moºnih konfiguracijah polj, ki
nastopajo v teoriji, z uteºjo eiS. Tipi£en objekt predstavlja fazna vsota,
Z =
∫
DψDψ¯DA eiS[ψ,ψ¯,Aµ], (2.9)
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Slika 2.2: Odvisnost
sklopitvene konstante
mo£ne interakcije od
energije. Polna £rta po-
daja teoreti£no napoved,
med tem ko to£ke poda-
jajo izmerke. Prikazana
odvisnost sklopitvene
konstante je vzrok za
ujetje kvarkov pri nizkih
energijah in asimptotsko
svobodo kvarkov pri
visokih energijah. [10]
pri £emer so mere enake
Dψ =
∏
x
dψ(x), Dψ¯ =
∏
x
dψ¯(x), DA =
∏
x
3∏
µ=0
dAµ(x). (2.10)
Kot bomo videli v kasnej²ih poglavjih, lahko s podobnimi objekti izrazimo razne
fizikalne koli£ine.
Za prehod v kvantno kromodinamiko na mreºi moramo teorijo najprej formulirati
v Evklidski obliki, kjer vse koli£ine obravnavamo pri imaginarnem £asu. Tedaj
£asovno koordinato reparametriziramo kot
t = −itE, (2.11)
pri £emer tE imenujemo Evklidski £as. Z novo koordinato se metrika Minkowskega
pretransformira v Evklidsko (od tod tudi ime formulacije). Velja namre£
ds2 = dt2 − dx2 = −ds2E, ds2E = dt2E + dx2. (2.12)
e vpeljemo ²e Evklidske γ-matrike
γE0 = γ
0, γEk = −iγk, (2.13)
za katere velja
{γEµ , γEν } = 2δµν , (2.14)
in reparametriziramo £asovno komponento umeritvenega polja kot
A0 = −iAE0 , (2.15)
lahko akcijo kvantne kromodinamike prepi²emo z Evklidskimi koli£inami
S = iSE, (2.16)
kjer je
SE =
∫
d4xE
(
1
4
(FEµν)
2 + ψ¯(γEµ (∂
E
µ + igA
E
µ ) +m)ψ
)
. (2.17)
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V popotnem integralu sedaj nastopa realna eksponentna funkcija in ne kompleksen
fazni faktor. Velja
eiS = e−SE , (2.18)
zaradi £esar je integrand pohlevnej²a funkcija polj in primernej²i za numeri£no in-
tegracijo.
Pomembno je omeniti, da akcije nismo spreminjali, temve£ smo jo le izvrednotili
pri imaginarnem £asu ter prepisali z novo definiranimi koli£inami. V tej obliki
kvantno kromodinamiko formuliramo na mreºi.
2.2 Kromodinamika na mreºi
2.2.1 Konstrukcija
Kvantna kromodinamika na mreºi nam omogo£a neperturbativen izra£un fizikal-
nih koli£in v sistemih, ki jih obvladuje mo£na interakcija. Za£nemo z zamenjavo
prostora-£asa s kon£no ²tiridimenzionalno hiperkubi£no mreºo, na kateri formuli-
ramo Evklidsko obliko kvantne kromodinamike. Mnoºico to£k mreºe ozna£imo z Λ
in jo eksplicitno zapi²emo kot
Λ = {n | ni = 1, 2, ..., N za i = 1, 2, 3; n0 = 1, 2, ..., NT}. (2.19)
Najbliºji sosedje so razmaknjeni za mreºno konstanto a, ki jo navadno izberemo
enako v prostorski in £asovni smeri.
Fermionska polja po diskretizaciji prostora-£asa zavzamejo vrednosti le v to£kah
mreºe (slika 2.3), zato jih parametriziramo s
ψ(n), ψ¯(n), n ∈ Λ. (2.20)
Naivno izpeljemo Evklidsko akcijo za proste fermione na mreºi tako, da integral
aproksimiramo z vsoto, namesto odvodov pa uporabimo centralno diferenco. Do-
bimo izraz
S0F = a
4
∑
n∈Λ
ψ¯(n)
(
γEµ
ψ(n+ µˆ)− ψ(n− µˆ)
2a
+mψ(n)
)
, (2.21)
kjer µˆ ozna£uje enotski smerni vektor. Gluonska polja v teorijo vpeljemo z zahtevo
po lokalni umeritveni invariantnosti. Ker so polja izvrednotena le v to£kah mreºe,
najbolj splo²no delovanje umeritvene grupe SU(3) zapi²emo kot
ψ(n)→ ψ′(n) = U(n)ψ(n), (2.22)
ψ¯(n)→ ψ¯′(n) = ψ¯(n)U †(n), (2.23)
kjer je U(n) poljuben element umeritvene grupe. Vpeljemo umeritveno polje Uµ(n),
ki tokrat zavzema vrednosti v grupi SU(3) (in ne njeni Liejevi algebri), in se glede
na umeritvene transformacije vede kot
Uµ(n)→ U ′µ(n) = U(n)Uµ(n)U †(n+ µˆ). (2.24)
S poljem Uµ(n) skonstruiramo umeritveno invariantno akcijo fermionskega polja kot
SF = a
4
∑
n∈Λ
ψ¯(n)
(
γµ
Uµ(n)ψ(n+ µˆ)− U−µ(n)ψ(n− µˆ)
2a
+mψ(n)
)
. (2.25)
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Slika 2.3: Shemati£ni prikaz mreºe prostora-£asa Λ, na kateri formuliramo kvantno kromo-
dinamiko. Fermionska polja ψ(n) zavzemajo vrednosti na ogli²£ih mreºe n ∈ Λ (vijoli£ne
to£ke), gluonska polja Uµ(n) pa na vezeh (rumene pu²£ice), zato jim pravimo tudi vezi. [12]
Ker danemu mestu n in smeri µˆ enoli£no pripada povezava med mestoma n in n+ µˆ,
elementu Uµ(n) pravimo tudi vez (slika 2.3). Akcija 2.25 je bilinearna v fermionskih
poljih, zato jo lahko zapi²emo kot
SF = a
4
∑
n,m∈Λ
ψ¯(n)α
a
D(n|m)αβ
ab
ψ(m)β
b
, (2.26)
kjer je
D(n|m)αβ
ab
= (γµ)αβ
Uµ(n)abδn+µˆ,m − U−µ(n)abδn−µˆ,m
2a
+mδn,mδαβδab (2.27)
Diracov operator.
Naivna diskretizacija fermionske akcije vodi do dvojnikov na mreºi, kar pokaºemo
z analizo propagatorja v prostoru gibalne koli£ine. Omejimo se na prosto teorijo,
kjer so Uµ(n) = 1. Fermionski propagator je inverz Diracovega operatorja 2.27,
katerega Fourierova transformacija je
D˜(p|q) = δ(p− q)D˜(p), D˜(p) = m1 + i
a
γµ sin(pµa). (2.28)
Inverz zgornjega izraza je
D˜−1(p) =
m1− ia−1γµ sin(pµa)
m2 + a−2 sin2(pµa)
(2.29)
in predstavlja fermionski propagator na mreºi v prostoru gibalne koli£ine. Da poka-
ºemo obstoj dvojnikov, se omejimo na brezmasne fermione. Tedaj ima propagator
obliko
D˜−1(p)|m=0 = −iaγµ sin(pµa)
sin2(pµa)
a→0−−→ −iγµpµ
p2
, (2.30)
kjer smo na desni zapisali kontinuumsko limito, ki ustreza propagatorju v zvezni
teoriji. Med tem, ko ima propagator brezmasnega fermiona v zvezni teoriji le en
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osamljen pol pri vrednosti gibalne koli£ine pµ = (0, 0, 0, 0), se na mreºi pojavi 15
dodatnih polov (in s tem brezmasnih fermionov), ki ustrezajo vrednostim (pi
a
, 0, 0, 0),
(0, pi
a
, 0, 0),..., (pi
a
, pi
a
, pi
a
, pi
a
). Eden od na£inov, s katerimi lahko odstranimo nezaºeljene
dvojnike, je Wilsonov £len, ki ga dodamo v 2.28,
D˜(p) = m1 +
i
a
γµ sin(pµa) + 1
1
a
3∑
µ=0
(1− cos(pµa)). (2.31)
Inverz zgornjega objekta ima sedaj le en (pravi) pol. Z inverzno Fourierovo trans-
formacijo dobimo novo obliko Diracovega operatorja, ki se glasi [11]
D(n|m)αβ
ab
=
(
m+
4
a
)
δn,mδαβδab − 1
2a
±4∑
µ=±1
(1− γµ)Uµ(n)δn+µˆ,m, (2.32)
pri £emer smo ozna£ili
γ−µ = −γµ. (2.33)
Fermionsko akcijo zapi²emo z novim Diracovim operatorjem 2.32, s katerim se zne-
bimo artefaktov diskretizirane teorije.
Za konstrukcijo gluonske akcije moramo navesti povezavo med poljema Aµ(x) in
Uµ(n), ki opisujeta umeritveno polje v kontinuumu in na mreºi. Povezuje ju ena£ba
[10]
Uµ(n) = P
{
exp
(
i
∫ n+µˆ
n
dxµAµ
)}
. (2.34)
Izraz na desni je umeritveni prenos. Do prvega reda v mreºni razdalji velja enakost
Uµ(n) = 1 + iaAµ(n), U−µ(n) = 1− iaAµ(n− µˆ). (2.35)
Pokazati je mogo£e, da je tedaj ustrezen izraz za akcijo umeritvenega polja [11]
SG =
2
g2
∑
n∈Λ
∑
µ<ν
tr [Re(1− Uµν(n))] , (2.36)
pri £emer smo vpeljali tako imenovano plaketo Uµν(n) (slika 2.4), definirano z ena£bo
Uµν(n) = Uµ(n)Uν(n+ µˆ)U−µ(n+ µˆ+ νˆ)U−ν(n+ νˆ). (2.37)
Celotna diskretizirana akcija, ki opisuje kvarke in gluone na mreºi ter zado²£a
na£elu umeritvene invariantnosti, je tedaj
S = SG + SF , (2.38)
kjer je SG podana z 2.36, SF pa z 2.26, ki vsebuje Diracov operator 2.32. S tem
je izpeljava akcije kvantne kromodinamike na mreºi dokon£ana. V delu sicer upo-
rabljamo izbolj²ano akcijo, kjer fermionskemu delu dodamo popravek vi²jega reda
(ang. clover term), gluonska akcija pa vsebuje popravek do ene zanke.
Zapi²imo ²e fazno vsoto, ki nastopa pri kvantizaciji teorije. Ta je
Z =
∫
DψDψ¯DU e−S[ψ,ψ¯,Uµ], (2.39)
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Slika 2.4: Prikaz plakete Uµν(n), objekta, ki nastopa v izrazu za gluonsko akcijo. Predstavlja
produkt vezi vzdolº stranic kvadrata na mreºi, ki ga napenjata smerna vektorja µ in ν. [11]
pri £emer so mere na mreºi
Dψ =
∏
n∈Λ
dψ(n), Dψ¯ =
∏
n∈Λ
dψ¯(n), DU =
∏
n∈Λ
3∏
µ=0
dUµ(n). (2.40)
V eksponentu pridobimo negativen predznak, saj smo teorijo formulirali v Evklidski
obliki. V naslednjem poglavju opi²emo uporabo kvantne kromodinamike na mreºi
za ra£unanje fizikalnih koli£in.
2.2.2 Ra£unanje fizikalnih koli£in na mreºi
Pri£akovane vrednosti fizikalnih koli£in na mreºi izra£unamo prek Evklidskega ko-
relatorja. Za poljuben par operatorjev polja O1 in O2 ga definiramo z ena£bo
C21(t) = 〈0|O2(t)O1(0)|0〉 , (2.41)
kjer smo z |0〉 ozna£ili osnovno stanje (vakuum) sistema. V hadronski fiziki se
pogosto zanimamo za energije lastnih stanj. Te nastopajo v zgornjem korelatorju,
kar postane razvidno, ko razvijemo korelator po lastnih stanjih:
C21(t) =
∑
n
〈0|O2|n〉 〈n|O1|0〉 e−aEnnt , (2.42)
kjer so |n〉 lastna stanja Hamiltoniana in En pripadajo£e lastne energije. Te so
normalizirane glede na energijo vakuuma, tako da je E0 = 0.
Ker se energije na mreºi vedno pojavljajo v paru z mreºno konstanto a kot v
eksponentu zgornje ena£be, jih zato izraºamo v mreºnih enotah: aEk → Ek. S tem
se znebimo faktorjev a, energije pa merimo v mreºnih enotah 1/a. Pravtako indekse
na mreºi od tu naprej ozna£ujemo z bolj doma£o pisavo: nt → t in ni → xi, za
i = 1, 2, 3.
Energijo osnovnega stanja hadrona dobimo tako, da izberemo O1 = O† in O2 =
O, kjer O anihilira obravnavan hadron. Tako doseºemo, da k vsoti v 2.42 prispevajo
le tista lastna stanja, ki se po kvantnih ²tevilih ujemajo s hadronom. Tak²nih £lenov
je v splo²nem ve£, energijo osnovnega stanja hadrona pa izlu²£imo iz obna²anja
11
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Evklidskega korelatorja pri velikih £asih. Ker je vsa £asovna odvisnost izraza 2.42
v eksponentnih funkcijah, velja
C(t) = 〈0|O(t)O†(0)|0〉 t1−−→ | 〈0|O|1〉 |2e−E1t +O(e−∆Et), (2.43)
kjer je |1〉 osnovno stanje hadrona, ∆E pa energijska reºa med osnovnim in prvim
vzbujenim stanjem hadrona. V ta namen vpeljemo efektivno energijo
Eeff(t) = ln
(
C(t)
C(t+ 1)
)
t1−−→ E1, (2.44)
ki s £asom t konvergira k energiji osnovnega stanja hadrona E1. Za izra£un energij
vzbujenih stanj obstajajo bolj zapletene metode. Eno od moºnih smo uporabili v
tem delu in jo opi²emo kasneje.
Zgoraj opisani postopek je uporaben, saj znamo Evklidski korelator 2.41 izra£u-
nati. Izrazimo ga namre£ s popotnim integralom
C21(t) =
1
Z
∫
DψDψ¯DU O2(t)O1(0)e−S[ψ,ψ¯,Uµ], (2.45)
pri £emer so mere znotraj integrala enake 2.40, Z pa je fazna vsota, ki jo podamo
kot
Z =
∫
DψDψ¯DU e−S[ψ,ψ¯,Uµ]. (2.46)
Koli£ini O1(0) in O2(t) znotraj integrala sta funkcionala fermionskih in gluonskih
polj in ne ve£ operatorja.
Za tipi£ne hadronske operatorje lahko integral po fermionskih prostostnih sto-
pnjah izvedemo analiti£no. Tedaj lahko korelator izrazimo kot
C21(t) =
1
Z
∫
DU ZFC(F )21 (t)e−SG[Uµ], (2.47)
pri £emer sta fermionski korelator
C
(F )
21 (t) =
1
ZF
∫
DψDψ¯ O2(t)O1(0)e−SF [ψ,ψ¯,Uµ] (2.48)
ter fermionska fazna vsota
ZF =
∫
DψDψ¯ e−SF [ψ,ψ¯,Uµ] = det(D), (2.49)
analiti£na izraza, odvisna le od umeritvenega polja Uµ(n). Velja, da je ZF enak
produktu determinant Diracovega operatora za vsak kvarkovski okus, ki ga obrav-
navamo v akciji, analiti£en izraz fermionskega korelatorja pa obi£ajno dobimo s
pomo£jo Wickovega izreka:
〈0|ψ(x)α
a
ψ¯(y)β
b
|0〉
F
= a−4D−1(x|y)αβ
ab
. (2.50)
Korelator C21(t), ki ga izra£unamo po ena£bi 2.47 interpretiramo kot uteºeno pov-
pre£enje koli£ine C(F )21 (t) po vseh gluonskih konfiguracijah z uteºmi
P [U ] =
1
Z
det(D)e−SG[U ] (2.51)
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Ve£dimenzionalni integral aproksimiramo z metodo Monte Carlo, kjer zgeneriramo
set Nconf gluonskih konfiguracij tako, da so te porazdeljene po verjetnostni porazde-
litvi P [U ]. Pribliºek za C21(t) tedaj zapi²emo kot
Cˆ21(t) =
1
Nconf
Nconf∑
i=1
C
(F )
21 (t). (2.52)
Kot rezultat navedemo:
C21 = Cˆ21 ± σC , (2.53)
kjer σCˆ predstavlja na²o oceno statisti£ne napake.
Formulacija teorije na diskretnem prostoru-£asu in statisti£en pristop k ra£u-
nanju popotnih integralov privede do sistemati£nih in stohasti£nih napak, ki jih
moramo pri analizi upo²tevati.
13
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Poglavje 3
tudij sistema Zb
To je osrednje poglavje tega magisterija. Tu opi²emo potek dela in predstavimo
dobljene rezultate. Na² cilj je analizirati sistem Zb s teoreti£ne plati in poiskati
vezano stanje, ki ustreza eksperimentalno odkriti resonanci.
Za£nemo z implementacijo Born-Oppenheimerjevega pribliºka, kjer teºka kvarka
b in b¯ v prvem koraku analize privzamemo za stati£na. S tem si olaj²amo analizo
sistema s ²tirimi valen£nimi kvarki. Nadaljujemo z izbiro baznih stanj, s katerimi
modeliramo obravnavano stanje Zb. Tu poskrbimo, da se kvantna ²tevila modelskih
stanj ujemajo z izmerjenimi. Za izra£un energijskega spektra je potrebno izvre-
dnotiti korelacijske funkcije, za kar uporabimo distilacijo, s katero oja£imo signal
korelacijskih funkcij. Podobno storimo ²e za neinteragirajo£ sistem, s katerim nato
primerjamo energijski spekter. Po primerjavi obeh poi²£emo stanje, ki odstopa od
pripadajo£ih neinteragirajo£ih energij. V zadnjem koraku analiziramo vezana stanja
izbranega modelskega stanja s Schrödingerjevo ena£bo in poveºemo na²e rezultate
z izmerjenimi koli£inami.
3.1 Podrobnosti simulacije na mreºi
Izra£uni v tem delu potekajo na Evklidski mreºi dimenzij 32×16×16×16 z mreºno
konstanto a = 0.124 fm. S tako majhno prostorsko velikostjo mreºe ºelimo omejiti
²tevilo relevantnih stanj pionov z neni£elno gibalno koli£ino p, saj je ²tevilo teh
dolo£eno z diskretizacijo mreºe. K temu se vrnemo v kasnej²em poglavju.
Za Monte Carlo simulacijo uporabimo ansambel 280 konfiguracij polja Uµ(n) z
dinami£nima u in d kvarkoma. [13]
3.2 Born-Oppenheimerjev pribliºek
V delu obravnavamo tetrakvarkovski sistem s kvarkovsko strukturo bb¯ud¯. Ker je
masa kvarkov b in b¯ mnogo ve£ja od najlaºjih dveh, u in d¯, lahko uporabimo Born-
Oppenheimerjev pribliºek. Tega sicer uporabljamo pri opisovanju atomov in mo-
lekul, kjer izkoristimo veliko razmerje med masami atomskih jeder in elektronov
za poenostavitev problema. V prvem koraku te aproksimacije privzamemo teºke
delce za stati£ne in izlu²£imo energijski spekter sistema v odvisnosti od konfigura-
cije teºkih delcev. V drugem koraku dolo£imo gibanje teºkih delcev pod vplivom
potenciala, kjer s potencialom mislimo na energije stanj v odvisnosti od konfiguracije
15
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teºkih delcev. [14]
Enakim korakom kot zgoraj sledimo tudi v tem delu. V prvem koraku teºka
kvarka b in b¯ privzamemo za stati£na, kar nam bistveno olaj²a analizo sistema, hkrati
pa nam ta pribliºek ne predstavlja velike sistemati£ne napake. V tem okviru naj-
prej izlu²£imo energijski spekter sistema Zb kot funkcijo razmaka r med stati£nima
kvarkoma b in b¯. Nato re²imo Schrödingerjevo ena£bo za koordinato r, ki pred-
stavlja ravno prostostno stopnjo teºkih kvarkov, za potencial pa vzamemo izbrano
(fizikalno zanimivo) energijsko odvisnost od r iz energijskega spektra lastnih stanj.
V nadaljevanju opi²emo implementacijo tega pribliºka v kvantni kromodinamiki (na
mreºi).
Energijski spekter izra£unamo prek korelacijskih funkcij za izbrane kreacijske
operatorje. Te lahko izvrednotimo prek popotnih integralov. Integracija po fermi-
onskih prostostnih stopnjah prek Wickovega izreka 2.50 za vsak par ψ(f)ψ¯(f), ki se
pojavi znotraj korelatorja, doprinese po en propagator. Ker fermionske prostostne
stopnje vstopijo v rezultate prek propagatorja, v nadaljevanju izpeljemo fermionski
propagator v limiti m→∞, s katero zajamemo Born-Oppneheimerjevo aproksima-
cijo.
Za£nemo s prosto kontinuumsko teorijo. Tedaj fermionski propagator zapi²emo
kot [10]
S
(0)
F (x− y) =
∫
d4p
(2pi)4
i(/p+m)
p2 −m2 + ie
−ip·(x−y). (3.1)
Integral po p0 izvrednotimo s pomo£jo Cauchyjevega izreka in dobimo
S
(0)
F (x− y) =
∫
d3p
(2pi)3
(/p+m)
2Ep
e−ip·(x−y)|p0=Epθ(x0 − y0)
+
∫
d3p
(2pi)3
(/p+m)
2Ep
e−ip·(x−y)|p0=−Epθ(y0 − x0),
(3.2)
kjer je θ(t) Heavisideova funkcija (enaka 1 za t > 0 in 0 sicer). Sedaj upo²tevamo
Born-Oppenheimerjev pribliºek, kjer maso kvarka po²ljemo v neskon£nost. Tedaj je
Ep =
√
m2 + |p|2 = m+O( |p|
2
m2
) (3.3)
in
/p+m = γ
0p0 − γ · p+m =
{
(1 + γ0)m+O( |p|
m
); p0 = Ep
(1− γ0)m+O( |p|
m
); p0 = −Ep
(3.4)
Vstavimo zgornje v fermionski propagator, pa dobimo
S
(0)
F (x− y) =
1 + γ0
2
θ(x0 − y0)δ(3)(x− y)e−im(x0−y0)
+
1− γ0
2
θ(y0 − x0)δ(3)(x− y)eim(x0−y0),
(3.5)
kjer smo upo²tevali identiteto
δ(3)(x− y) =
∫
d3p
(2pi)3
eip·(x−y). (3.6)
To je prost fermionski propagator v limiti neskon£ne mase.
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Izpeljava propagatorja za interagirajo£o teorijo je nekoliko dalj²a in bolj zaple-
tena, zato navedemo le rezultat. V tem primeru propagator opi²e ena£ba
SF (x− y) = 1 + γ
0
2
θ(x0 − y0)δ(3)(x− y)e−im(x0−y0)ei
∫ x0
y0
dt A4(t,x)
+
1− γ0
2
θ(y0 − x0)δ(3)(x− y)eim(x0−y0)ei
∫ y0
x0
dt A4(t,x).
(3.7)
Dodatna faktorja, ki se pojavita v zgornjem izrazu, ustrezata ravno umeritvenemu
prenosu 2.34, ki smo ga v 2.35 povezali s poljem Uµ(x) na mreºi. Iz primerjave
sledi, da na mreºi dodatnemu £lenu ustreza urejen produkt vezi U0(t,x) vzdolº
£rte, ki povezuje £asovni rezini x0 in y0. V nadaljevanju s slednjo obliko stati£nega
propagatorja opi²emo propagacijo teºkih kvarkov b in b¯ na mreºi.
3.3 Simetrije tetrakvarkovskega sistema Zb
Kvantna kromodinamika na mreºi zlomi simetrije kontinuumske teorije. Invariantna
je le na diskretne prostorske rotacije, zrcaljenje prostora in nabojno konjugacijo
polj. Te so klju£ne pri konstrukciji hadronskih operatorjev, saj dolo£ajo njihova
kvantna ²tevila JPC . Tu J predstavlja celotno vrtilno koli£ino, P parnost in C tako
imenovano C-parnost sistema. Zagotoviti moramo, da se ta ²tevila za operatorje
ujemajo z eksperimentalno ugotovljenimi vrednostmi. V nadaljevanju se z lahkimi
prostostnimi stopnjami nana²amo na prostostne stopnje kvarkov u in d¯ ter gluonov.
Za obravnavo tetrakvarkovskega sistema Zb uporabimo Born-Oppenheimerjev
pribliºek, ki dodatno zlomi simetrije sistema (spodnji argumenti veljajo tako za kon-
tinuumsko teorijo kot teorijo na mreºi). Teºka kvarka b in b¯ privzamemo za stati£na,
zato je rotacijska simetrija omejena na vrteºe okoli osi, na kateri leºita. Zrcaljenje
prostora in nabojna konjugacija nista ve£ ustrezni simetrijski transformaciji, saj obe
zamenjata poloºaja teºkih kvarkov (za to£ko zrcaljenja izberemo sredi²£e med teº-
kima kvarkoma). Spini teºkih kvarkov so v limiti neskon£nih mas razklopljeni od
Hamiltoniana, kar pomeni, da pri interkacijah z gluoni ne spremenijo svoje smeri.
e ve£, v stati£ni limiti je orbitalna vrtilna koli£ina teºkih kvarkov enaka ni£. V
Born-Oppenheimerjevem pribliºku sta zato skupni vrtilni koli£ini teºkih in lahkih
kvarkov ohranjeni vsaka zase.
Definirajmo sedaj dobra kvantna ²tevila sistema Zb v Born-Oppenheimerjevem
pribliºku. Naj bosta kvarka b in b¯ razmaknjena (brez izgube splo²nosti) vzdolº osi
z za razdaljo r. Tedaj obstajajo tri dobra kvantna ²tevila tak²nega sistema. Ta so
[15, 16]:
• lastna vrednost λ operatorja J lightz , kjer je Jlight operator skupne vrtilne ko-
li£ine lahkih kvarkov. Moºne vrednosti so λ = 0, ±1, ±, 2, ... V Born-
Oppenheimerjevem pribliºku ni interkacij, ki bi vklju£evala spine teºkih kvar-
kov, zato je stanja ustrezneje ozna£iti s skupno vrtilno koli£ino lahkih prosto-
stnih stopenj. Ker sistem ni invarianten na rotacije okoli osi x in y, ostali dve
komponenti skupne vrtilne koli£ine lahkih kvarkov nista ohranjeni koli£ini.
• lastna vrednost η operatorja CP , ki deluje na vse prostostne stopnje in je
produkt operatorjev nabojne konjugacije C ter parnosti P . Operator parnosti
prezrcali celoten sistem skozi sredi²£e med teºkima kvarkoma. Kvantno ²tevilo
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η je dobro definirano v primeru, kadar je izospin lahkih prostostnih stopnje
enak ni£, sicer moramo zamenjati kvarkovska okusa u↔ d z dodatno rotacijo
v izospinskem prostoru. Moºni vredosti sta η = ±1.
• v primeru λ = 0 lastna vrednost  operatorja R, ki prezrcali celoten sistem
skozi ravnino, ki vsebuje teºka kvarka (in s tem os z) in jo po konvenciji
vzamemo za ravnino, pravokotno na os x. Moºni lastni vrednosti sta  = ±1.
Rotacija deluje le na lahke kvarke ravno na ra£un spinov teºkih kvarkov, ki v di-
namiki ne nastopajo. Ostale transformacije ²e vedno delujejo na vse prostostne
stopnje, tako lahke kot tudi teºke.
V nadaljevanju dolo£imo dobra kvantna ²tevila v Born-Oppenheimerjevem pri-
bliºku za tetrakvark Zb. Opremo se na izmerjena kvantna ²tevila nevtralnega sis-
tema Z0b s kvarkovsko sestavo b¯b(u¯u−d¯d), za katerega je dobro definirana tudi lastna
vrednost nabojne konjugacije. Ta so [6]
JPC = 1+−. (3.8)
λ, η in  lahko poveºemo z J , P in C na slede£ na£in. V nalogi se omejimo na kanal,
kjer vrtilno koli£ino prevzameta teºka kvarka, kjer velja:
Jheavy = 1, Jheavyz = 0, J
light = 0, J lightz = 0. (3.9)
Tedaj je skupna vrtilna koli£ina lahkih kvarkov enaka ni£, £emur ustreza kvantno
²tevilo λ = 0.
Lastna vrednost η, ki pripada operatorju CP , je enaka −1, saj je izmerjena
lastna vrednost P enaka 1, C pa −1, lastno vrednost produkta operatorjev pa je
enaka kar produktu lastnih vrednosti.
Ker je λ = 0, je  dobro kvantno ²tevilo. Pridobimo ga z identifikacijo, da je
mogo£e zrcaljenje prek ravnine zapisati kot produkt zrcaljenja prostora in rotacije
za kot pi okoli pravokotnice na ravnino. Kanal Zb z JP = 1+ pri zrcaljenju ohrani
predznak (P = +1), glede na prave rotacije pa se vede kot vektorska koli£ina (J = 1).
Pri rotaciji za kot pi zato spremeni predznak. Zrcaljenje skozi ravnino stanju z
JP = 1+ torej spremeni predznak, zato je  = −1.
e povzamemo, dobra kvantna ²tevila tetrakvarka Zb v Born-Oppenheimerjevem
pribliºku so
λ = 0, η = −1,  = −1. (3.10)
3.4 Kreacijski operatorji modelskih stanj Zb
Kreacijske (anihilacijske) operatorje (imenovani tudi interpolatorji) izberemo tako,
da zagotovimo neni£elno prekrivanje med fizikalnimi in modelskimi stanji. Pri kon-
strukciji se opremo na strukturo razpadnih kanalov Zb in simetrije, ki smo jih opisali
v prej²njem poglavju. Sistem modeliramo z dvema setoma operatorjev, ki ju mo-
tivirata razpadna kanala BB¯∗ in Υpi. Prvi set opisuje mezona B in B¯∗, drugi set
pa botomonij in pion. Posamezne delce opi²emo z barvnimi singleti, s £imer ustre-
ºemo na£elu o brezbarvnosti fizikalnih stanj hadronov. Ko enkrat izberemo obliko
operatorjev, jim kvantna ²tevila dolo£imo s strukturo v Diracovem prostoru. Ker je
skupna vrtilna koli£ina posebej ohranjena za teºke in lahke kvarke, lo£eno sklopimo
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njihove spinske prostostne stopnje. Tako enostavno zagotovimo, da je skupna vrtilna
koli£ina lahkih kvarkov dobro kvantno ²tevilo. Seveda jih lahko s Fierzovimi trans-
formacijami vedno prevedemo v obliko, ki me²a spinske prostostne stopnje teºkih in
lahkih kvarkov. Ta pristop bomo kasneje tudi uporabili.
Pri analizi postavimo kvarka b¯ in b zaporedoma na poloºaja x1 in x2. Raz-
maknemo ju vzdolº osi z, tako da velja x1 − x2 = (0, 0, r). Shemati£en prikaz te
konfiguracije prikazuje slika 3.1a. Zaradi preglednej²e notacije vpeljemo anihilacijska
operatorja botomonija in piona:
OΥ(r, t) = b¯(t,x1)αaΓ
(Υ)
αβ PU(t,x1; t,x2)abb(t,x2)βb, (3.11)
Opi(p)(t) =
∑
x
d¯(t,x)αaΓ
(pi)
αβ u(t,x)βae
ip·x, (3.12)
kjer je privzeto se²tevanje po ponavljajo£ih se indeksih.
Prvi operator kreira kvarka b¯ in b na mestih x1 in x2 ob £asu t. Objekt PU(t,x1; t,x2)
je produkt vezi Uµ(n) vzdolº £rte, ki povezuje to£ki (t,x1) in (t,x2) na mreºi. Ta po-
skrbi, da je zgornji izraz umeritveno invarianten. Matrika Γ˜ dolo£a spinsko strukturo
botomonija Υ.
Drugi operator kreira barvni singlet d¯u ob £asu t, Fourierova transformacija pa
pribije gibalno koli£ino nastalega stanja na p. Z matriko Γ dolo£imo njegovo spinsko
strukturo. V primeru Γpi = γ5 kvantna ²tevila ustrezajo pionu.
Z zgornjo notacijo zapi²emo operatorje, ki smo jih pri analizi uporabili, kot:
O1(r, t) = ΓαβΓ˜γδ b¯(t,x1)γau(t,x1)βa d¯(t,x2)
α
b
b(t,x2)δ
b
, (3.13)
O2(r, t) = OΥ(r, t)Opi(0,0,0)(t), (3.14)
O3(r, t) = OΥ(r, t)
(
Opi(0,0, 2pi
L
)(t) +Opi(0,0,− 2pi
L
)(t)
)
, (3.15)
O4(r, t) = OΥ(r, t)
(
Opi(0,0, 4pi
L
)(t) +Opi(0,0,− 4pi
L
)(t)
)
, (3.16)
O5(r, t) = ΓαβΓ˜γδ b¯(t,x1)γa∇2u(t,x1)βa d¯(t,x2)∇2αb b(t,x2)δb , (3.17)
kjer privzamemo se²tevanje po ponavljajo£ih se indeksih kot zgoraj.
Operatorja O1 in O5 opisujeta mezona B in B¯∗. Shemati£ni prikaz teh stanj
podaja slika 3.1b. Para kvarkov b¯u in d¯b tvorita barvna singleta, saj se²tevamo po
barvnih indeksih (latinske £rke) kvarkov znotraj posameznega para. Kot smo omenili
na za£etku tega poglavja, sklopimo Diracove indekse (gr²ki £rke) lahkih in teºkih
kvarkov posebej, s £imer eksplicitno zagotovimo dobre transformacijske lastnosti
glede na rotacije le lahkih ali le teºkih prostostnih stopenj. Ustrezna kvantna ²tevila
zagotovimo z Diracovo strukturo, ki je za izbrana operatorja
Γ = (1− γ4)γ5, Γ˜ = γ3(1 + γ4). (3.18)
Izpeljave pripadajo£ih kvantnih ²tevil so v dodatku B. V nadaljevanju bomo izpe-
ljali Fierzovo transformirano obliko teh dveh operatorjev, kjer so znotraj barvnega
singleta sklopljene tudi spinske prostostne stopnje, saj smo jih v tej obliki imple-
mentirali v numeri£nih izra£unih.
Operatorji O2, O3 in O4 opisujejo botomonij in pion za vrednosti gibalnih koli£in
piona p ∈ {0, 2pi
L
, 4pi
L
}. Shemati£no so ta stanja prikazana na slikah 3.1c ter 3.1d.
Diracova struktura teh operatorjev je
Γ(Υ) = γ3, Γ
(pi) = γ5. (3.19)
19
Poglavje 3. tudij sistema Zb
S tak²no izbiro kvantna ²tevila operatorja Opi ustrezajo pionu, kvantna ²tevila bo-
tomonija pa zagotovljajo ujemanje med kvantnimi ²tevili kanala Zb s celotnim ope-
ratorjem. Z izbiro linearnih kombinacij gibalnih koli£in vzdolº osi z doseºemo, da
operatorji ustrezajo zahtevanim simetrijam. Da morajo imeti ustrezna stanja Υpi
tak²no obliko, lahko sklepamo dveh razlogov. Prvi£, da je le gibalna koli£ina vzdolº
osi z invariantna na rotacije okoli osi z, in drugi£, da operator zrcaljenja prostora
pri transformaciji CP preslika gibalno koli£ino p v −p. Tedaj sta edini moºni line-
arni kombinaciji pionskih operatorjev Opi(0,0,p) ± Opi(0,0,−p), predznak med njima pa
moramo ²e vedno dolo£iti z izra£unom. Da so kvantna ²tevila zgornjih operatorjev
Υpi res enaka izmerjenim kvantnim ²tevilom 3.10, pokaºemo v dodatku B.
Slika 3.1: Shemati£en prikaz modelskih stanj sistema Zb. Slika (a) prikazuje na² splo²en
model sistema Zb, kjer sta kvarka b in b¯ razmaknjena vzdolº osi z za razdaljo r. Slika
(b) podaja prvi tip modelskih stanj, s katerimi sistem opi²emo kot par interagirajo£ih B
mezonov, sliki (c) in (d) pa podajata drugi tip modelskih stanj, kjer sistem opi²emo z
botomonijem in pionom z (ne)ni£elno gibalno koli£ino. [9]
Originalnost tega magistrskega dela je v tem, da smo v set modelskih stanj
vklju£ili tudi stanja Υpi z neni£elno gibalno koli£ino piona. Energije teh stanj namre£
²e vedno leºijo pod energijami resonanc Zb, zato jih je v analizo potrebno vklju£iti. Z
diskretizacijo mreºe dolo£imo ²tevilo teh stanj, saj v splo²nem na mreºi razseºnosti
L in ²tevilom to£k N vzdolº ene dimenzije, gibalna koli£ina privzame obliko: p =
2pi
L
(n1, n2, n3), kjer ni zavzemajo vrednosti od 0 do N − 1. V na²em primeru je
zaradi simetrij gibalna koli£ina dodatno omejena na os z in privzame obliko: p =
2pi
L
(0, 0, n3). Konstante mreºe so izbrane tako, da sta relevantni le dve dodatni stanji
Υpi z neni£elno gibalno koli£ino piona 2pi
L
oziroma 4pi
L
, ki smo jih navedli zgoraj (v
obliki, ki hkrati ustreza zahtevanim simetrijam). Ostala stanja z ve£jimi gibalnimi
koli£inami so po energiji precej nad resonancami Zb, zato jih v analizo ne vklju£imo.
Preden nadaljujemo s poglavjem o korelacijskih funkcijah si oglejmo Fierzovo
transformirano obliko operatorjev O1 in O5. Fierzova transformacija nam omogo£a
zamenjati sklopitve v Diracovem prostoru. Za poljubni matriki X, Y ∈ M4 se
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Fierzova transformacija glasi:
XijYkl =
1
16
∑
A, B
Tr
[
XΓAY ΓB
]
ΓAkjΓ
B
il , (3.20)
kjer je {ΓA; A = 1, ..., 16} Diracova baza za kompleksne 4× 4 matrike in normali-
zirana tako, da velja
Tr
[
ΓAΓB
]
= 4δAB. (3.21)
Izrazi za matrike ΓA in izpeljava ena£be 3.20 so podani v dodatku A.
Najpomembneje je opaziti, da lahko z uporabo Fierzove transformacije izraz
(q¯1Γq2)(q¯3Γ
′q4) zapi²emo kot vsoto £lenov oblike (q¯3ΓAq2)(q¯1ΓBq4), kjer znotraj po-
sameznih oklepajev se²tevamo po Diracovih indeksih: (q1Γq2) ≡ q1αΓαβq2β. To zvezo
uporabimo za zapis operatorjev O1 in O5 v obliki, ki sklaplja Diracove in barvne
indekse istega para kvarkov, saj smo jih v tak²ni obliki implementirali v numeri£nih
izra£unih. V Fierzovo transformirani obliki ju zapi²emo kot:
O1 =
1
16
∑
A,B
Tr
[
ΓΓAΓ˜ΓB
] (
b¯γ
a
ΓAγαuαa
) (
d¯β
b
ΓBβδbδb
)
, (3.22)
O5 =
1
16
∑
A,B
Tr
[
ΓΓAΓ˜ΓB
] (
b¯γ
a
ΓAγα∇2uαa
) (
d¯β
b
∇2ΓBβδbδb
)
, (3.23)
kjer smo zaradi preglednosti izpustili prostorsko-£asovne oznake, ki so enake kot
zgoraj. V tej obliki se²tevamo po Diracovih in barvnih indeksih znotraj posame-
znega oklepaja. e izra£unamo sledi, ki se pojavljajo v zgornjih vsotah, ugotovimo,
da je neni£elnih 16 £lenov. Tedaj upo²tevamo, da vse fizikalne koli£ine izlu²£imo iz
korelacijskih funkcij, ki vsebujejo fermionske propagatorje. Ker propagatorji teºkih
kvarkov b in b¯ 3.7 vsebujejo projektor P± = 12(1±γ0), lahko v zgornjih izrazih Dira-
cove matrike, ki mnoºijo polje b, z desne pomnoºimo s P− in tiste, ki mnoºijo polje
b¯, z leve s P+, in s tem ohranimo rezultat nespremenjen. Po mnoºenju Diracovih
matrik s projektorji ugotovimo, da imamo le ²tiri neekvivalentne £lene, ki so
O1 =
(
b¯γ2u
) (
d¯γ1b
)− (b¯γ1u) (d¯γ2b)+ (b¯γ5u) (d¯γ3b)+ (b¯γ3u) (d¯γ5b) , (3.24)
in
O5 =
(
b¯γ2∇2u
) (
d¯∇2γ1b
)− (b¯γ1∇2u) (d¯∇2γ2b)
+
(
b¯γ5∇2u
) (
d¯∇2γ3b
)
+
(
b¯γ3∇2u
) (
d¯∇2γ5b
)
,
(3.25)
kjer smo zaradi berljivosti izpustili vse indekse, ki so tokrat sklopljeni znotraj okle-
pajev.
V nadaljevanju bomo izra£unali korelacijske funckije zgornjih operatorjev O1 -
O5, iz katerih bomo pridobili energijski spekter stanja Zb.
3.5 Korelacijska matrika za interpolatorje sistema
Zb
Energijski spekter tetrakvarka izlu²£imo prek korelacijske matrike Cij(t). Definiramo
jo kot
Cij(t) = 〈Oi(t)O†j(0)〉 , (3.26)
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kjer indeksa i in j te£eta po bazi interpolatorjev (3.13)-(3.17), oklepaj pa ozna£uje
popotni integral po fermionskih in gluonskih prostostnih stopnjah, ki smo ga de-
finirali v ena£bi 2.45. Fermionske integrale lahko izvedemo analiti£no z uporabo
Wickovega izreka, preostali gluonski integral pa izvrednotimo numeri£no z metodo
Monte Carlo. V praksi to pomeni, da analiti£ne izraze, ki jih pridobimo s pomo£jo
Wickovih kontrakcij, izvrednotimo na mnoºici vnaprej zgeneriranih gluonskih polj.
Te rezultate nato uporabimo za nadaljno analizo z uporabo statisti£nih metod.
Struktura posameznih koeficientov korelacijske matrike je odvisna od oblike ope-
ratorjev Oi. V tem delu uporabljamo dva tipa operatorjev, in sicer BB¯∗ (i = 1, 5)
ter Υpi (i = 2, 3, 4). Razlikujeta se po sklopitvah v Diracovem in barvnem prostoru,
kjer prvi tip operatorjev sklaplja teºke kvarke z lahkimi, med tem ko drugi tip ope-
ratorjev lo£eno sklaplja teºke in lahke kvarke. Ker v korelacijski matriki nastopata
dva interpolatorja, dobimo ²tiri po strukturi razli£ne kombinacije kontrakcij. Dia-
grami na sliki 3.2 prikazujejo ²tiri omenjene kontrakcije, ki nastopijo pri izra£unu
za posamezne tipe korelacijskih koeficientov. Wickove kontrakcije so na diagramih
prikazane s £rtami, saj predstavljajo fermionske propagatorje posameznih kvarkov
od ene to£ke prostora-£asa do druge. Opomnimo, da smo pri izra£unih uporabljali
Fierzovo transformirani obliki interpolatorjev O1 in O5. S pomo£jo diagramov iz-
(a) kontrakcija tipa BB¯∗ - BB¯∗ (b) kontrakcija tipa Υpi - Υpi
(c) kontrakcija tipa BB¯∗ - Υpi (d) kontrakcija tipa Υpi - BB¯∗
Slika 3.2: Diagrami prikazujejo Wickove kontrakcije, ki nastopajo pri izra£unu ²tirih tipov
korelacijskih koeficientov matrike Cij. Dva razreda intepolatorjev, ki dolo£ata strukturo
koeficientov, sta BB¯∗ in Υpi. asovna os na diagramih kaºe navzgor, os z pa nara²£a v
desno.
vrednotimo koeficiente korelacijske matrike. Ker je popotni integral linearen, ga
izra£unamo za posamezne £lene, ki jih na koncu kombiniramo v celoten rezultat.
e se ozremo na interpolatorja O1 in O5, opazimo, da sta oba linearni kombinaciji
£lenov s strukturo
OA = Q¯(x1)Γ1u(x1) d¯(x2)Γ2Q(x2), (3.27)
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interpolatorji O2-O4 pa so linearne kombinacije £lenov s strukturo
OB = Q¯(x1)Γ
′
1Q(x2)
∑
x
d¯(x)Γ′2u(x)e
ip·x. (3.28)
Tedaj moramo izpeljati le ²tiri izraze: 〈Oi(t)O†j(0)〉, kjer sta i, j ∈ {A,B}.
Za£nemo s CAA, ki mu ustreza diagram 3.2a. Najprej adjungiramo interpolator
OA:
O†A =
{(
Q¯(x1)Γ1u(x1)
) (
d¯(x2)Γ2Q(x2)
)}†
=
(
Q¯(x1)Γ1u(x1)
)† (
d¯(x2)Γ2Q(x2)
)†
=
(
u¯(x1)Γ¯1Q(x1)
) (
Q¯(x2)Γ¯2d(x2)
)
,
(3.29)
kjer smo s pre£no £rto ozna£ili Γ¯ ≡ γ0Γ†γ0. Zgornji rezultat vstavimo v korelator in
dobimo:
〈OA(t)O†A(0)〉F = 〈Q¯(t,x1)Γ1u(t,x1) d¯(t,x2)Γ2Q(t,x2)·
u¯(0,x1)Γ¯3Q(0,x1)Q¯(0,x2)Γ¯4d(0,x2)〉F
= 〈Q¯(t,x1)αaΓ1αβu(t,x1)βa d¯(t,x2)γcΓ2γδQ(t,x2)δc ·
u¯(0,x1)κd Γ¯3κλQ(0,x1)λd Q¯(0,x2)
ρ
e
Γ¯4ρσd(0,x2)σe 〉F
= 〈u(t,x1)β
a
u¯(0,x1)κd 〉F Γ¯3κλ 〈d(0,x2)σe d¯(t,x2)γc 〉F Γ2γδ·
〈Q(t,x2)δcQ¯(0,x2)ρe〉F Γ¯4ρσ 〈Q(0,x1)λd Q¯(t,x1)αa 〉F Γ1αβ
=
{
D
(q)−1
βκ
ad
(t,x1; 0,x1)Γ¯3κλD
(Q)−1
λα
da
(0,x1; t,x1)Γ1αβ
}
·{
D
(q)−1
σγ
ec
(0,x2; t,x2)Γ2γδD
(Q)−1
δρ
ce
(t,x2; 0,x2)Γ¯4ρσ
}
= trD trC
(
D(q)−1(t,x1; 0,x1)Γ¯3D(Q)−1(0,x1; t,x1)Γ1
) ·
trD trC
(
D(q)−1(0,x2; t,x2)Γ2D(Q)−1(t,x2; 0,x2)Γ¯4
)
.
(3.30)
Zgoraj smo z D−1(x1;x2) ozna£ili fermionski propagator od to£ke x1 do x2, ki ga
dobimo kot rezultat Wickovih kontrakcij, trD in trC pa pomenita sled po Diracovih
oziroma barvnih indeksih. e se ozremo na diagram 3.2a, ki ponazarja zgornji
rezultat, opazimo, da dobimo za vsako zanko sled po produktu propagatorjev vzdolº
zanke z vmesnimi γ-matrikami, ki ustrezajo Diracovim sklopitvam v vozli²£ih. e
upo²tevamo obliko stati£nega propagatorja, s katerim aproksimiramo propagatorje
teºkih kvarkov, se zgornji izraz poenostavi v
〈OA(t)O†A(0)〉F = trD trC
(
D(q)−1(t,x1; 0,x1)PU(0,x1; t,x1)Γ¯B1 (1− γ0)ΓA1
)
trD trC
(
D(q)−1(0,x2; t,x2)PU(t,x2; 0,x2)ΓA2 (1 + γ0)Γ¯
B
2
)
.
, (3.31)
kjer je PU(t1,x; t2,x) produkt vezi U±0(t,x) od t1 do t2. Predznak v indeksu je
pozitiven, kadar je t1 < t2 in negativen v nasprotnem primeru.
Podobno izra£unamo ²e preostale tri korelacijske funkcije, ki jim ustrezajo dia-
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grami 3.2b, 3.2c in 3.2d, rezultate pa podajajo izrazi:
〈OB(t)O†B(0)〉F = trD
{
Γ′1(1 + γ0)Γ¯
′
1(1− γ0)
}
trC {Pzanka}∑
x,y
eip·(x−y) trD trC
{
D(q)−1(0,y; t,x)Γ′2D
(q)−1(t,x; 0,y)Γ¯′2
}
, (3.32)
〈OA(t)O†B(0)〉F = −
∑
x
trD trC
{
D(q)−1(t,x1; 0,x)Γ¯′2D
(q)−1(0,x; t,x2) ·
P3WΓ2(1 + γ0)Γ¯
′
1(1− γ0)Γ1
}
,
(3.33)
〈OB(t)O†A(0)〉F = −
∑
x
trD trC
{
D(q)−1(0,x2; t,x)Γ′2D
(q)−1(t,x; 0,x1) ·
P3W Γ¯1(1− γ0)Γ′1(1 + γ0)Γ¯2
}
,
(3.34)
kjer Pzanka ozna£uje produkt ²tirih povezav PU(x; y) vzdolº zaklju£ene poti
(0,x1)→ (t,x1)→ (t,x2)→ (0,x2)→ (0,x1),
koli£ina P3W pa produkt treh povezav, prvi£ po poti
(t,x2)→ (0,x2)→ (0,x1)→ (t,x1),
drugi£ pa po
(0,x1)→ (t,x1)→ (t,x2)→ (0,x2).
Na tej to£ki moramo izvrednotiti zgornje korelacijske funkcije za ustrezne vrednosti
γ-matrik in gibalnih koli£in, ki nastopajo v baznih interpolatorjih. Za to potrebu-
jemo konfiguracije gluonskih polj Uµ(x) in propagatorje lahkih kvarkov D(q)−1(x, y).
V teoriji na mreºi je Diracov operator matrika dimenzij (V × 4× 3)× (V × 4× 3),
kjer se V nana²a na ²tevilo to£k mreºe: V = N3NT . e pri zmernih dimenzijah
mreºe, kot jo uporabljamo v tem delu, kjer je N = 16 in NT = 32, dobimo matriko
reda velikosti 106× 106. Zaradi korelacijskih funckij oblike 3.32, kjer nastopajo pro-
pagatorji iz vsake to£ke na mreºi v vsako drugo, pa moramo poznati celoten inverz
Diracovega operatorja. Numeri£no ra£unanje celotnega inverza tako velikih matrik
je predolgotrajno tudi z zmogljivimi ra£unalniki. Preden lahko izvrednotimo korela-
cijsko funkcijo, zato naredimo ²e en korak, s katerim zniºamo ra£unsko zahtevnost.
e ve£, kot bomo omenili v naslednjem poglavju, z izbrano metodo izbolj²amo tudi
signal korelacijske funkcije. Ta tehnika se imenuje distilacijska metoda.
3.6 Distilacijska metoda
V tem delu opi²emo distilacijsko metodo, s katero oja£imo signal v korelacijski funk-
ciji, hkrati pa zniºamo ra£unsko zahtevnost.
Signal korelacijske funkcije, ki nosi informacijo o stanju, eksponentno hitro za-
mira s £asom. Prevladajo ga statisti£ne fluktuacije, ki so posledica uporabe Monte
Carlo metod. Zato je pomembno, da izberemo operatorje, ki imajo dobro prekrivanje
z najniºje leºe£imi stanji, ki nas zanimajo.
Ena najbolj²ih in najpogosteje uporabljenih metod za konstrukcijo dobrih ha-
dronskih interpolatorjev je razmazanje kvarkovskih operatorjev. Interpolatorji iz
to£kastih kvarkovskih operatorjev imajo namre£ znatno prekrivanje z velikim ²tevi-
lom lastnih stanj, zato je razmerje med signalom in ²umom niºje. Izbolj²ane inter-
polatorje sestavimo iz kvarkovskih operatorjev, na katere prej delujemo z linearnim
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operatojem S, ki jih razmaºe: qs = Sq, kjer je qs razmazan kvarkovski operator. Po
komponentah izraz zapi²emo kot [11]:
qs(t,x)αa =
∑
y,β,b
S
(x,α,a)
(y,β,b) q(t,y)βb, (3.35)
Pri izbiri operatorja S imamo veliko svobode, navadno pa zahtevamo, da ohrani £im
ve£ simetrij sistema, hkrati pa se znebi kratkovalovnih komponent.
Distilacija je ena od moºnih izbir. Za£nemo z Laplaceovim operatorjem ∇2, ki
ga v diskretizirani teoriji z najenostavnje²o reprezentacijo zapi²emo kot [11]
∇2xy(t) = −6δxy +
3∑
j=1
(
Uj(t,x)δx+jˆ,y + U−j(t,x)δx−jˆ,y
)
, (3.36)
kjer je∇2 sedaj (N3×3)×(N3×3) matrika, izvrednotena na ozadju umeritvenih polj
Uµ(x) pri danem £asu t. Ker je hermitska, so njene lastne vrednosti realne, lastni
vektorji pa ortogonalni. Osrednja ideja distilacijske metode leºi v tem, da lahko
lastne vektorje Laplaceovega operatorja uredimo od dolgovalovnih do kratkovalovnih
polj po njihovih lastnih vrednostih. Lastne vektorje definira ena£ba [17]
∇2xy(t)v(k)y (t) = λ(k)v(k)x (t), (3.37)
kjer indeks k ozna£uje lastni vektor. Re²imo zgornji problem lastnih vrednosti za vse
£asovne rezine na mreºi, lastne vektorje pa uredimo po velikosti lastnih vrednosti.
Iz nekaj najniºje leºe£ih lastnih vektorjev nato skonstruiramo projektor, ki projicira
na podprostor, ki ga ti vektorji napenjajo. Po normalizaciji zapi²emo distilacijski
operator kot [17]
xy(t) =
Ndist∑
k=1
v(k)x (t)v
(k)†
y (t), (3.38)
kjer je Ndist ²tevilo najniºje leºe£ih lastnih vektorjev, ki jih vklju£imo v projektor.
Bolj kompaktno ga lahko zapi²emo kot
 = V (t)V †(t), (3.39)
kjer je V (t) matrika iz stolpcev Ndist lastnih vektorjev. Kvarkovska polja razpr²imo
z uporabo distilacijskega operatorja kot
qs(t,x) = xy(t)q(t,y). (3.40)
Distilacija se torej znebi kratkovalovnih komponent tako, da kvarkovsko polje pro-
jicira na podprostor dolgovalovnih komponent.
Ta metoda zniºa tudi ra£unsko zahtevnost problema, saj imamo pri danem £asu
in konfiguraciji gluonskega polja le Ndist stanj, za katere moramo izra£unati propa-
gatorje. V tem delu smo uporabljali Ndist = 96, kar je precej manj od celotnega
²tevila lastnih vektorjev, ki zna²a 3× 163 ∼ 104.
Interpolatoje, ki jih uporabljamo, modificiramo tako, da z distilacijskim ope-
ratorjem delujemo na polja lahkih kvarkov. Tedaj se izrazi korelacijskih funkcij
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3.31-3.34 nekoliko spremenijo. Ker sta tako fermionski integral kot distilacijski ope-
rator linearna, je v korelacijskih funkcijah dovolj narediti zamenjavo q → qs znotraj
propagatorjev. Tedaj dobimo
D(q)−1(t1,x1; t2,x2)→〈qs(t1,x1)q¯s(t2,x2)〉F
= 〈x1x′(t1)q(t1,x′)q¯(t2,x′′)x′′x2(t2)〉F
=V (t1)τ(t1, t2)V
†(t2),
(3.41)
kjer smo definirali objekt [17]
ταβ(t1, t2) = V
†(t1)D−1αβ (t1, t2)V (t2), (3.42)
imenovan perambulator, ki predstavlja matriko propagatorjev od distilacijskih vek-
torjev pri £asu t2 v tiste pri £asu t1. Perambulator je matrika dimenzije (Ndist ×
4) × (Ndist × 4). tevilo njenih elementov je rede velikosti manj²e od celotnega
propagatorja, kar bistveno zmanj²a ra£unski £as.
Ko v korelacijskih funkcijah naredimo zamenjavo 3.41, se naravno pojavijo ²e
trije objekti, ki jih definiramo kot
φp(t)
kl =
∑
x,a
v(k)†(t)x
a
v(l)(t)x
a
eip·x, (3.43)
φPU (t1,x1; t2,x2)
kl =
∑
a,b
v(k)†(t1)x1a PU(t1,x1; t2,x2)abv
(l)(t2)x2
b
, (3.44)
φP3W (t1,x1; t2,x2)
kl =
∑
a,b
v(k)†(t1)x1a P3W (t1,x1; t2,x2)abv
(l)(t2)x2
b
. (3.45)
Z njimi izrazimo korelacijske funkcije 3.31-3.34 kot
〈OA(t)O†A(0)〉F = trD trN
(
τ(t, 0)φPU (0,x1; t,x1)Γ¯
B
1 (1− γ0)ΓA1
)
trD trN
(
τ(0, t)φPU (t,x2; 0,x2)Γ
A
2 (1 + γ0)Γ¯
B
2
)
,
(3.46)
〈OB(t)O†B(0)〉F = trD
{
Γ′1(1 + γ0)Γ¯
′
1(1− γ0)
}
trC {Ploop}
trD trN
{
τ(0, t)φp(0)Γ
′
2τ(t, 0)φ−p(t)Γ¯
′
2
}
,
(3.47)
〈OA(t)O†B(0)〉F = − trD trN
{
τ(t, 0)φ0(0)Γ¯
′
2τ(0, t) ·
φP3W (t,x1; t,x1)Γ2(1 + γ0)Γ¯
′
1(1− γ0)Γ1
}
,
(3.48)
〈OB(t)O†A(0)〉F = trD trN {τ(0, t)Γ′2τ(t, 0) ·
φP3W (0,x1; 0,x1)Γ¯1(1− γ0)Γ′1(1 + γ0)Γ¯2
}
,
(3.49)
Zgornje izraze smo izvrednotili za ustrezne vrednosti γ-matrik in pionskih gibalnih
koli£in. Te smo nato ustrezno zdruºili v celotno korelacijsko matriko, ki smo jo
definirali na za£etku poglavja.
Pri izvrednotenju korelacijskih funkcij smo uporabili vnaprej izra£unane konfi-
guracije gluonskih polj, distilacijske vektorje v(k)x (t) in perambulatorje τ(t1, t2). Kot
omenjeno prej, smo v obravnavo vklju£ili Ndist = 96 najniºjih lastnih vektorjev
Laplaceovega operatorja.
Spodnje slike (3.3) prikazujejo numeri£ne rezultate diagonalnih elementov ko-
relacijske matrike v odvisnosti od £asa. Te so povpre£ene po vseh kunfiguracijah
gluonskih polj. Izra£unali smo jih za nekaj najmanj²ih vrednosti razmika med teº-
kima kvarkoma. V delu smo se omejili na razmake vzdolº osi z, ki zavzemajo
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vrednosti od 1 do vklju£no z 8 v mreºnih enotah. Ordinatna os na spodnjih grafih je
podana v logaritemski skali, saj pri£akujemo eksponentno obna²anje funkcij. Napak
na spodnjih slikah ne prikaºemo, so pa te podane v £lanku [9].
V nadaljevanju iz korelacijske matrike dolo£imo energije lastnih stanj sistema Zb
v odvisnosti od razdalje med teºkima kvarkoma. Za kon£no interpretacijo rezultatov
se opremo na energije dveh neinteragirajo£ih sistemov, ki ju tvorita par B mezo-
nov ter botomonij in pion. Analizo teh sistemov za£nemo z izra£unom ustreznih
korelacijskih funkcij.
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Slika 3.3: Korelacijske funkcije za sistem Zb: Grafi prikazujejo diagonalne komponente
korelacijskih funkcij, povpre£ene po vseh konfiguracijah gluonskih polj. Os y je podana
v logaritemski skali, saj pri£akujemo eksponentno obliko korelacijskih funkcij. Napak ne
prikazujemo, so pa te podane v £lanku. [9]
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3.7 Korelacijske matrike neinteragirajo£ih mezonov:
Υ, pi, B mezon
V tem poglavju posebej izra£unamo korelacijske matrike za delce Υ, pi(p) in B
mezon. Iz njih v nadaljevanju dolo£imo energije neinteragirajo£ih sistemov, ki jih
uporabimo za interpretacijo energijskega spektra lastnih stanj sistema Zb.
Interpolator botomonija prevzamemo iz poglavja 3.4, ki ga (brez indeksov) za-
pi²emo kot
OΥ(t, r) = b¯(t,x1)Γ
(Υ)PU(t,x1; t,x2)b(t,x2), (3.50)
kjer zopet velja x1 − x2 = (0, 0, r). V stati£ni limiti se izkaºe, da je en sam in-
terpolator v bazi dovolj za natan£en izra£un energije najniºjega lastnega stanja.
Korelacijsko funkcijo za zgornji operator zapi²emo z ena£bo
CΥ(t, r) = 〈OΥ(r, t)O†Υ(r, 0)〉
=− trC {Pzanka(t,x1; 0,x2)} ·
trD
{
ΓQ(1 + γ4)Γ¯Q(1− γ4)
}
.
(3.51)
Sled po Diracovih indeksih je konstantna v £asu, zato izvrednotimo le sled objekta
Pzanka, saj je energija stanja dolo£ena s £asovno odvisnostjo korelacijske funkcije.
Pzanka je produkt vezi po zaklju£eni poti, ki se pojavi tudi v korelacijski funkciji 3.31.
Vrednosti izra£unamo za razmake r od 1 do vklju£no z 8 v mreºnih enotah. Rezultati
so podani na spodnjem grafu v logaritemski skali, saj pri£akujemo eksponentno
obna²anje korelacijskih funkcij. Iz poglavja o teoriji na mreºi namre£ sledi, da je
naklon korelacijske funckije v logaritemski skali po dolgem £asu dolo£en z energijo
osnovnega stanja.
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Slika 3.4: Korelacijske funk-
cije za sistem Υ: Graf prika-
zuje realne komponente pov-
pre£enih korelacijskih funkcij
za razdalje med teºkima kvar-
koma od 1 do 5 v mreºnih
enotah. Os y je podana v lo-
garitemski skali. Naklon ko-
relacijske funkcije v logari-
temski skali je dolo£en z ener-
gijo osnovnega stanja. Iz
grafa je mogo£e razbrati, da ta
z razdaljo med kvarkoma na-
ra²£a.
Nadaljujemo s korelacijsko funkcijo za pion z gibalno koli£ino p. Interpolator
pravtako izberemo iz poglavja o kreacijskih operatorjih stanja Zb. Zapi²emo ga z
ena£bo
Opi(p)(t) =
∑
x
d¯(t,x)Γ(pi)u(t,x)eip·x. (3.52)
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Kot v primeru interpolatorjev sistema Zb uporabimo distilacijsko metodo in tako
oja£imo signal pionske korelacijske funkcije. Z distilacijskimi objekti izrazimo kore-
lacijsko funkcijo kot
Cpi(p)(t) = 〈Opi(p)(t)O†pi(p)(0)〉
= trN trD
{
τ(t, 0)φ−p(0)Γ¯(pi)τ(0, t)φp(t)Γ(pi)
}
.
(3.53)
Zgornji funkcijo izvrednotimo za vrednosti pionske gibalne koli£ine, ki se pojavljajo
v interpolatorjih sistema Zb. Te so 0, 2piL in
4pi
L
. Rezultati za korelacijsko funkcijo
Cpi(0)(t) so prikazani na spodnji sliki.
Slika 3.5: Korelacijska
funkcija za sistem pi:
Graf prikazuje realne
komponente korelacij-
ske funkcije za pion z
gibalno koli£ino 0. Os y
je podana v logaritemski
skali, saj pri£akujemo
eksponentno odvisnost
korelacijske funkcije.
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Kot zadnji delec obravnavamo B mezon. Za natan£en izra£un energije osnovnega
stanja B mezona uporabimo bazo ²tirih operatorjev, ki jih zapi²emo s slede£imi
izrazi,
O
(1)
B (t) = b¯(t,x)Γu(t,x) (3.54)
O
(2)
B (t) =
3∑
i=1
b¯(t,x)Γγi∇iu(t,x) (3.55)
O
(3)
B (t) = b¯(t,x)Γ∇2u(t,x) (3.56)
O
(4)
B (t) = b¯(t,x)Γ∇2∇2u(t,x). (3.57)
Ustrezna Diracova matrika je Γ = γ5. Uporabili smo krajevni del kovariantnega
odvoda
∇i(t)q(x) = Ui(t, x)q(t, x+ iˆ)− U−i(t, x)q(t, x− iˆ), (3.58)
ki smo ga omenili ºe v poglavju o teoriji kvantne kromodinamike na mreºi. Na polje
lahkega kvarka zopet delujemo z distilacijskim operatorjem. Interpolatorje za B
mezon na kratko zapi²emo v obliki £lenov
O
(i)
B (t) = b¯(t,x)ΓF
(i)(t)u(t,x), (3.59)
30
3.8. Dolo£itev lastnih energij s posplo²enim problemom lastnih
vrednosti
kjer so F (i) ∈ {1, γi∇i, ∇2, ∇2∇2}. Tedaj lahko elemente korelacijske matrike
izrazimo z ena£bo
CBij (t) = 〈O(i)B (t)O(j)†B (0)〉
=− trN trD
{
τ(t, 0)v†(t)F¯ (j)(0)Γ¯PU(0,x; t,x) (1− γ4) ΓF (i)(t)v(t)
}
.
(3.60)
Korelacijsko matriko s koeficienti zgornje oblike izvrednotimo na vseh gluonskih
konfiguracijah. Na grafih spodaj prikaºemo £asovno odvisnost povpre£ne vredno-
sti diagonalnih koeficientov. Iz zgornjih korelacijskih funkcij izra£unamo energijo
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Slika 3.6: Korelacijske funkcije za B mezon: Graf prikazuje realne komponente diagonal-
nih elementov korelacijske matrike. Os y je podana v logaritemski skali, saj pri£akujemo
eksponentno odvisnost korelacijskih funkcij.
lastnih stanj.
3.8 Dolo£itev lastnih energij s posplo²enim proble-
mom lastnih vrednosti
V uvodu v kvantno kromodinamiko na mreºi smo pokazali, da lahko energijo osnov-
nega stanja izra£unamo iz korelacijske funkcije prek efektivne energije:
Eeff(t) =
1
a
log
(
C(t)
C(t+ 1)
)
, (3.61)
kjer opazujemo plato, ki ga efektivna masa doseºe po relaksacijskem £asu. Ker vi²je
vzbujena stanja s £asom vse manj prispevajo h korelacijski funkciji, prevlada signal
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osnovnega stanja. e je le-ta v primerjavi s ²umom dovolj velik, lahko dobimo
zanesljivo vrednost za energijo. V najenostavnej²ih sistemih in kadar nas zanima le
energija osnovnega stanja, je tak²en pristop zadosten.
Navadno pa nas ne zanima le osnovno stanje sistema, temve£ energijski spekter
nekaj najniºjih stanj. Tudi kadar ºelimo izra£unati le energijo osnovnega stanja, se
pri bolj zapletenih sistemih zgornja metoda izkaºe za nezadostno. Energijski spekter
lahko tedaj izra£unamo z re²evanjem posplo²enega problema lastnih vrednosti.
Za£nemo z izbiro baze - N interpolatorjev, ki kreirajo sistem z izbranimi kvan-
tnimi ²tevili - in izra£unamo korelacijsko matriko, kot smo to navedli v predhodnih
poglavjih:
Cij(t) = 〈Oi(t)O†j(0)〉 =
∞∑
n=1
Z
(n)
i Z
(n)∗
j e
−Ent, (3.62)
kjer smo ozna£ili
Z
(n)
i = 〈0|Oi(0)|n〉 . (3.63)
V drugem ena£aju smo izraz razstavili po lastnih stanjih Hamiltonjana sistema.
Posplo²en problem lastnih vrednosti tedaj definiramo kot
C(t)u(n)(t, t0) = λ
(n)(t, t0)C(t0)u
(n)(t, t0), (3.64)
za nek t > t0, kjer je u(n) posplo²en lastni vektor dimenzije N . Kot sta pokazala
Lüscher in Wolff [18], lahko energije lastnih stanj izra£unamo iz efektivnih energij
E
(n)
eff (t) =
1
a
log
(
λ(n)(t, t0)
λ(n)(t+ 1, t0)
)
, (3.65)
z dolo£anjem platojev, ki jih te funkcije doseºejo po dovolj dolgem £asu. Da to velja,
pokaºemo s poenostavljeno izpeljavo (za detaljno obravnavo glej [18]).
Predpostavimo, da k sistemu prispeva le N najniºjih stanj, kolikor je ²tevilo
interpolatorjev v bazi [19, 20]. Tedaj je korelacijska matrika
Cij(t) = 〈Oi(t)O†j(0)〉 =
N∑
n=1
Z
(n)
i Z
(n)∗
j e
−Ent. (3.66)
Definiramo vektor u(n) tako, da zadosti ena£bi
〈m|O†n|0〉 =
N∑
i=1
u
(n)
i Z
(m)∗
i = δmn, O†n =
N∑
i=1
u
(n)
i O
†
i (0) (3.67)
Pomnoºimo ta vektor s korelacijsko matriko 3.66 in dobimo
N∑
j=1
Cij(t)u
(n)
j =
N∑
j=1
N∑
m=1
Z
(m)
i Z
(m)∗
j u
(n)
j e
−Emt (3.68)
=
N∑
m=1
Z
(m)
i δmne
−Emt (3.69)
= Z
(n)
i e
−Ent. (3.70)
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Vsa £asovna odvisnost v zgornjem izrazu je vsebovana v eksponentnem faktorju,
zato velja slede£a enakost:
C(t)u(n) = e−En(t−t0)C(t0)u(n). (3.71)
To je ravno ena£ba oblike 3.64, kjer je
λ(n)(t, t0) = e
−En(t−t0) ∝ e−Ent. (3.72)
Sedaj je razumljivo, zakaj izraz 3.65 res podaja efektivno energijo n-tega lastnega
stanja, saj je ta v opisanem pribliºku enaka kar E(n)eff (t) = En.
Kompletna obravnava posplo²enega problema lastnih vrednosti pokaºe, da pri-
spevki stanj n > N po dolgem £asu padajo kot O(e−∆Et), kjer je ∆E energijska
reºa med stanjema N in N + 1. Ideja zgornje izpeljave torej ²e vedno velja, lastne
energije En pa izra£unamo tako, da pri izbranem £asu t0 re²imo problem lastnih
vrednosti 3.64 za ve£ t-jev in dolo£imo plato (£e ta obstaja) efektivne energije 3.65.
3.9 Energije lastnih stanj
V tem delu izra£unamo energije lastnih stanj sistema Zb in neinteragirajo£ih sis-
temov Υ, pi in B mezona. Lastne energije izlu²£imo iz predhodno izra£unanih ko-
relacijskih funkcij in matrik iz poglavij 3.5 in 3.7 z uporabo metod iz prej²njega
poglavja. V prvem podpoglavju predstavimo rezultate za sistem Zb. Analiziramo
vrednosti lastnih vektorjev in lastnih energij, ki nastopijo pri re²evanju posplo²e-
nega problema lastnih vrednosti. Pri fizikalni interpretaciji rezultatov potrebujemo
energije neinteragirajo£ih sistemov, ki podajajo referen£ne vrednosti energije. Od-
stopanje energijskega spektra sistema Zb od referen£nih vrednosti tedaj razumemo
kot interakcije med delci. Lastne energije neinteragirajo£ih sistemov izra£unamo v
drugem podpoglavju.
3.9.1 Energijski spekter sistema Zb
Za korelacijsko matriko sistema Zb re²imo posplo²en problem lastnih vrednosti. In-
terpolatorji so parametrizirani z razdaljo r med stati£nima kvarkoma b in b¯, zato
re²imo problem za ve£ vrednosti r-jev. Kot smo argumentirali v poglavju (3.2) o
Born-Oppenheimerjevem pribliºku, je odvisnost energijskega spektra od razmaka
teºkih delcev klju£na za dolo£itev kon£nih energij.
Pomemben del re²itve posplo²enega problema lastnih vrednosti so lastni vektorji
u(n)(t, t0), saj i-ta komponenta dolo£a prekrivanje stanja O
†
i |0〉 z n-tim lastnim
stanjem. Te vrednosti nam pomagajo pri povezovanju lastnih stanj pri razli£nih
£asih. Ne poznamo namre£ korespondenc med re²itvami problema lastnih vrednosti
pri razli£nih £asovnih rezinah t. Pri prvem na£inu lahko te dolo£imo s sortiranjem
lastnih stanj po velikostih lastnih vrednosti, kjer nato k-to lastno stanje pri £asu t
identificiramo s k-tim lastnim stanjem pri £asu t+ 1. Pri drugem na£inu se opremo
na lastne vektorje. Velja, da so ti vektorji pri dani £asovni rezini paroma pravokotni,
saj so lastni vektorji hermitske matrike. Tedaj lahko enoli£no poveºemo lastna stanja
pri £asu t in t + 1 tako, da lastnemu stanju pri t pripi²emo tisto lastno stanje pri
t + 1, za katerega je skalarni produkt pripadajo£ih (normiranih) lastnih vektorjev
maksimalen. Pri delu uporabimo tako prvi kot drugi postopek, podobno kot v [13].
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Na spodnji sliki 3.7 prikaºemo efektivne energije in lastne vektorje, ki jih dobimo
z re²evanjem posplo²enega problema lastnih vrednosti za korelacijsko matriko Zb.
Ker dobimo za vsak r toliko re²itev, kolikor je lastnih stanj sistema (N = 5), prika-
ºemo rezultate le za eno vrednost razmaka teºkih kvarkov. Tu prikaºemo efektivne
energije za r = 2. Na slikah 3.7 so ozna£ena obmo£ja (vodoravne £rte), kjer vre-
dnosti posameznih efektivnih energij doseºejo plato. Opazimo, da levo od obmo£ja
platoja prispevajo vi²je leºe£a stanja, kar prepoznamo po ve£jih vrednostih efektivne
energije. Obmo£je platoja pogosto dolo£imo prostoro£no. V izbranem obmo£ju nato
prilagajamo vrednost, ki jo proglasimo za energijo izbranega lastnega stanja.
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Slika 3.7: Efektivne energije lastnih stanj sistema Zb pri r = 2. Izra£unane vrednosti
podajajo simboli, obmo£je platojev in pripadajo£e vrednosti pa polne vodoravne £rte. V
oklepajih so zapisani dominantne komponente vsakega lastnega stanja, na katere sklepamo
iz prekrivanja lastnih stanj z operatorji. Na grafih napak ne prikaºemo, so pa te podane v
£lanku [9].
Lastna stanja smo ozna£ili z operatorji, s katerimi imajo najve£je prekrivanje. Ta
razmerja podaja spodnja slika 3.8, kjer je za n-to lastno stanje podano razmerje med
Z
(n)
i in maksimalno i-to komponento med lastnimi stanji v obmo£ju, kjer efektivna
energija doseºe plato.
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Slika 3.8: Grafi prikazujejo prekrivanje lastnih stanj z modelskimi operatorji sistema Zb.
Za vsako lastno stanje n je podano razmerje med Z(n)i in maksimalno i-to komponento med
lastnimi stanji. Lastna stanja poimenujemo po operatorjih z najve£jim prekrivanjem.
Kon£ni rezultat analize korelacijske matrike sistema Zb je nabor lastnih energij
En(ri) za izbran interval ri ∈ {1, 2, ...8}. Lastna stanja ozna£imo glede na pre-
krivanje s kreiranimi stanji. Odvisnost lastnih energij od razmaka med stati£nima
kvarkoma povzema spodnji graf.
Rezultate je teºko interpretirati brez neinteragirajo£ega spektra, ki ga izra£u-
namo v nadaljevanju in dodamo na prikazan graf. Tedaj bo razvidno, za katero
lastna stanja dobimo zaznavno interakcijo med sestavnimi delci.
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Slika 3.9: Energijski spekter sistema Zb, ki smo ga izlu²£ili iz korelacijske matrike s posplo-
²enim problemom lastnih vrednosti, v odvisnosti od razdalje med stati£nima kvarkoma. Obe
osi podajata vrednosti v mreºnih enotah. Energije lastnih stanj so ozna£ene z dominantnim
baznim operatorjem.
3.9.2 Energijski spekter neinteragirajo£ih sistemov: Υ, pi, B
mezon
V tem podpoglavju izra£unamo energijski spekter neinteragirajo£ih sistemov, ki smo
jih predhodno obravnavali. Energije lastnih stanj sistema Zb, ki jih podaja graf 3.9,
je namre£ teºko interpretirati v odsotnosti ustreznih referen£nih vrednosti. V ta
namen sestavimo dva neinteragirajo£a sistema, katerih energijski spekter nam bo
pri razumevanju 3.9 v pomo£.
Ustrezna energija za prvi neinteragirajo£ sistem je
E
(n.i.)
BB¯∗ (r) = 2mB, (3.73)
ki pripada dvema neinteragirajo£ima B mezonoma na razdalji r in je zato enaka
vsoti mas obeh delcev.
Za drug neinteragirajo£ sistem je pripadajo£a energija oblike
E
(n.i.)
Υpi(p)(r) = Vb¯b(r) +
√
m2pi + p
2, (3.74)
ki pripada dvema stati£nima kvarkoma na razdalji r in prostemu pionu z gibalno
koli£ino p. Energija je zato vsota potenciala med kvarkoma b in b¯ ter polno energijo
piona z gibalno koli£ino p.
Najprej podamo rezultate za botomonij. Sistem sestavljata dva stati£na kvarka
na razdalji r. Opi²emo ga z enim operatorjem 3.50, zato mu pripada le ena kore-
lacijska funkcija 3.51, iz katere izra£unamo efektivno energijo. Ra£un ponovimo za
vse vrednosti r, ki smo jih uporabili za sistem Zb. Na spodnji sliki podamo vre-
dnosti izra£unanih efektivnih energij za nekaj r-jev v odvisnosti od £asa. Za ve£ino
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Slika 3.10: Efektivna ener-
gija botomonija v odvisnosti
od £asa za vrednosti razdalj
med kvarkoma b in b¯ od 1 do
6. Obe osi podajata vredno-
sti v mreºnih enotah. Opa-
zimo nedvoumne platoje za
nekaj najniºje leºe£ih stanj,
kjer prilagajamo vrednosti,
ki jih privzamemo za lastne
energije stanja.
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vrednosti razmakov med kvarki opazimo dobro definirana obmo£ja, kjer efektivna
energija doseºe plato. Tam prilagajamo vrednosti, ki jih proglasimo za lastne ener-
gije botomonija. Tako dobimo energijo EΥ(r), katere odvisnost od r podaja spodnji
graf 3.11.
V splo²nem je energija sistema vsota mas sestavnih delcev ter kineti£ne in poten-
cialne energije. A ker sta kvarka stati£na in njihovo mase ne upo²tevamov ra£unu, je
vsa odvisnost energije v potencialnem £lenu, zato govorimo kar o potencialu Vb¯b(r)
namesto o energiji. Za ve£je vrednosti razdalj dobimo linearno nara²£ajo£ potencial.
Slika 3.11: Potencial
Vb¯b(r) med stati£nima
kvarkoma v odvisnosti
od r. Obe osi podajata
vrednosti v mreºnih eno-
tah. Opazimo linearno
odvisnost od r pri ve£jih
razdaljah, kar je zna-
£ilno za potencial kvark-
antikvark.
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To potrjujejo tudi teoreti£ni izra£uni, ki napovedo potencial med dvema stati£nima
kvarkoma, ki je oblike
Vb¯b(r) = −
A
r
+Br.
Linearno nara²£ajo£i del potenciala je tista lastnost mo£ne interakcije, ki povzro£a
ujetje kvarkov. Ve£ja kot je razdalja med kvarkoma, ve£ja je energija v polju, ki
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ga povzro£ata. Pri neki mejni vrednosti je energija polja zadostna za tvorbo para
kvark-antikvark, ki nastaneta iz vakuuma. Tedaj se tvorita dva barvno nevtralna
mezona. Vsak je sestavljen iz obstoje£ega in novo nastalega kvarka. Ta proces
onemogo£a obstoj prostih kvarkov.
Sedaj se lotimo energije piona. V prej²njem poglavju smo izra£unali tri kore-
lacijske funkcije, kjer smo uporabili pionski interpolator oblike 3.52 za tri razli£ne
vrednosti gibalne koli£ine: 0, 2pi
L
, 4pi
L
. Za vsako od njih izra£unamo efektivno ener-
gijo in v obmo£ju platoja prilagajamo vrednost, ki jo proglasimo za lastno energijo
piona z dano gibalno koli£ino. Za p = 0 je efektivna energija podana na sliki 3.12.
Po prilagajanju vrednosti v obmo£ju platoja dobimo za energijo osnovnega stanja
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Slika 3.12: Efektivna
energija piona v odvi-
snosti od £asa. Opa-
zimo plato, kjer prila-
gajamo vrednost, ki jo
privzamemo za pion-
sko maso. Obe osi po-
dajata vrednosti v mre-
ºnih enotah.
piona, v mreºnih enotah,
mpi = 0.16± 0.01, (3.75)
Zgornja vrednost ustreza njegovi masi, saj je gibalna koli£ina enaka ni£.
Na koncu podajmo rezultate za energijski spekter B mezona. Za natan£nej²i
opis smo uporabili 4 operatorje, pripadajo£o korelacijsko matriko pa smo izra£unali
v poglavju 3.7. Zanjo re²imo posplo²en problem lastnih vrednosti, od koder dobimo
efektivne energije. Slika 3.13 (levo) prikazuje rezultate za osnovno stanje. Efektivna
energija za najniºje stanje hitro konvergira h konstantni vrednosti, obmo£je platoja
pa je dovolj veliko, da dobimo zanesljive rezultate. Po prilagajanju vrednosti v
obmo£ju platoja dobimo (v mreºnih enotah)
mB = 0.52± 0.01, (3.76)
ki ustreza kar masi B mezona. Pomembno je dodati, da v tem primeru ne mo-
remo primerjati izra£unane vrednosti mase z izmerjeno vrednostjo. Vse ra£une smo
namre£ opravili v pribliºku neskon£ne mase b kvarkov, zato nam 3.76 sluºi le kot
referen£na vrednost za energijski spekter sistema Zb, kjer smo se posluºili istega
pribliºka.
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Slika 3.13: Efektivna energija B mezona v odvisnosti od £asa za osnovno in 1. vzbujeno
stanje. Levi graf lo£eno prikazuje efektivno energijo osnovnega stanja, kjer opazimo hitro
konvergenco k vrednosti tik nad 0.52. Desni graf prikazuje efektivno energijo osnovnega in
1. vzbujenega stanja. Hitra konvergenca efektivne energije osnovnega stanja je dolo£ena
ravno z veliko energijsko reºo med obema stanjema.
V nadaljevanju bomo uporabili le zgornji rezultat, vseeno pa si poglejmo ²e prvo
vzbujeno stanje. Na sliki 3.13 (desno) sta podani efektivni energiji za osnovno in
prvo vzbujeno stanje B mezona. Opazimo, da lahko vrednost platoja vsaj ocenimo
za prvo vzbujeno stanje. Postavimo ga na 0.85 (v mreºnih enotah). Pomembno je
opaziti le to, da je energijska reºa med osnovnim in prvim vzbujenim stanjema velika
v primerjavi z energijo osnovnega stanja: (0.85−0.52)/0.52 ≈ 0.6. Ta namre£ dolo£a
hitrost konvergence efektivne energije osnovnega stanja, saj je prispevek v prvem
redu enak O (e−∆Et), kjer je ∆E energijska reºa med osnovnim in prvim vzbujenim
stanjem. To je tudi razlog, da za osnovno stanje dobimo tako hitro konvergenco
efektivne energije.
Vi²je vzbujenih stanj ne prikaºemo, saj ne doseºejo platoja. V tem primeru
prevlada stohasti£en ²um, ki je posledica uporabe Monte Carlo metod, ²e predno
prispevki ostalih stanj zamrejo s £asom. Za izra£un lastnih energij teh stanj bi
potrebovali natan£nej²o analizo. To za nas ni ovira, saj se v tem delu zanimamo le
za energijo osnovnega stanja B mezona, ki je dobro definirana.
S tem smo podali ²e zadnje rezultate za neinteragirajo£ sistem. Zgornje energije
zdruºimo po ena£bah 3.73 in 3.74, da dobimo energijski spekter neinteragirajo£ega
sistema Zb. Rezultati so prikazani na spodnjem grafu 3.14. Z njimi v nadaljevanju
podpremo energijski spekter sistema Zb.
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Slika 3.14: Energijski spekter neinteragirajo£ega sistema Zb. Vodoravna £rta ozna£uje la-
stno energijo osnovnega stanja dveh neinteragirajo£ih B mezonov. Preostale tri £rte pa
prikazujejo vsoto energije botomonija v odvisnosti od razmaka teºkih kvarkov ter proste
energije piona s tremi razli£nimi vrednostmi gibalne koli£ine.
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3.9.3 Celoten energijski spekter sistema Zb
V tem poglavju uporabimo rezultate iz prej²njega poglavja za fizikalno interpreta-
cijo energijskega spektra sistema Zb. Na graf energijskega spektra Zb 3.9 nanesemo
energije neinteragirajo£ega sistema. Zdruºena energijska spektra sta prikazana na
spodnji sliki. Lastne energije neinteragirajo£ega sistema podajajo £rtkane £rte, la-
stne energije interagirajo£ega sistema pa podajajo simboli. Prva vrednost energije
neinteragirajo£ega sistema je neodvisna od razdalje med kvarkoma b ter b¯ in pripada
energiji dveh neinteragirajo£ih B mezonov (vodoravna £rta). Ostale tri £rte ustre-
zajo neinteragirajo£emu sistemu botomonija in piona z izbranimi gibalnimi koli£i-
nami. Energija slednjega sistema za dano gibalno koli£ino piona je vsota potenciala
Vb¯b(r) in proste energije piona.
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Slika 3.15: Energijski spekter interagirajo£ega sistema (simboli) z dodanimi energijami ne-
interagirajo£ih sistemov (£rtkane £rte). Vodoravna £rta prikazuje vrednosti dvakratnika
mase B mezona, ostale £rte pa prikazujejo zaporedoma (od spodaj navzgor) potencial Vb¯b z
dodano polno energijo piona z gibalnimi koli£inami 0, 2pia ter
4pi
a .
Najprej opazimo korelacije med celotnim energijskim spektrom sistema Zb in
energijami neinteragirajo£ih sistemov. Lastna stanja sistema podobno kot prej poi-
menujemo po prevladujo£ih komponentah lastnih vektorjev. Ti dolo£ajo prekrivanje
med lastnimi in baznimi stanji. Tako postane o£itno, da se energije lastnih stanj
Υpi (modro, rde£e, zeleno) dobro prilegajo ustreznim neinteragirajo£im razli£icam.
Sklepamo lahko, da je interakcija med botomonijem in pionom ²ibka. Najvi²je leºe£e
stanje (rjavo), ki se mo£no prekriva z operatorjema tipa BB¯∗, je za vse r precej nad
mejno vrednostjo mB +mB¯∗ in ne izkazuje privla£ne interakcije.
Fizikalno zanimivo stanje je BB¯∗ (£rno). Za ve£je razdalje med teºkima kvar-
koma se energija pribliºuje neinteragirajo£i vrednosti mB + mB¯∗ , toda za manj²e
razdalje opazimo odstopanje od neinteragirajo£ega spektra. To je tudi najpomemb-
nje²e rezultat te ²tudije, in sicer, da v kanalu BB¯∗ tetrakvarkovskega sistema Zb
pri majhnih razdaljah med mezonoma B in B¯∗ opazimo o£iten privla£en potencial.
Najverjetneje je ravno ta privlak odgovoren za opaºeno resonanco Zb. Pri nadaljni
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analizi naredimo pribliºek, saj za izbrano stanje zanemarimo primesi ostalih Fock-
ovih komponent in ga obravnavamo kot stanje, ki ga kreirata operatorja O1 in O5.
Sklicujemo se na sliko 3.8, kjer opazimo, da prispevek teh baznih stanj prevladuje
nad ostalimi (slika prikazuje prekrivanja le za r = 2, a podobno velja tudi za ostale
r-je).
Operatorja O1 in O5 kreirata mezona B in B¯∗ na razdalji r, zato energijo zgor-
njega lastnega stanja poveºemo s potencialom med njima. Tu stopamo v drugi
korak Born-Oppenheimerjevega pribliºka, kjer lahke prostostne stopnje odmislimo
in obravnavamo dinamiko teºkih delcev v potencialu, ki mu (do konstante natan£no)
ustrezajo ravno dobljene energije v odvisnosti od razdalje med teºkima kvarkoma.
Ta potencial iz lastnih energij izra£unamo po ena£bi
V (r) = EBB¯∗(r)−mB −mB¯∗ , (3.77)
vrednosti pa so podane na grafu 3.16 spodaj. Tu omenimo, da sta v stati£ni limiti
mB in mB¯∗ enaki. V naslednjem poglavju preu£imo gibanje B mezonov v tem
potencialu.
0 2 4 6 8
−0.6
−0.4
−0.2
0
r[a]
V
(r
)
Potencial med mezonom B in B¯∗
Slika 3.16: Potencial med
dvema B mezonoma v odvi-
snosti od njune medsebojne
oddaljenosti r. Za vrednosti
r ≥ 5 je potencial enak 0 zno-
traj napake. [9]
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3.10 Re²evanje Schrödingerjeve ena£be za lastno sta-
nje BB¯∗
V prej²njem poglavju smo opazili lastno stanje sistema Zb, ki po energijskem spektru
znatno odstopa od pripadajo£e neinteragirajo£e razli£ice. Gre za lastno stanje, ki
se mo£no prekriva z baznim stanjem BB¯∗. Naredili smo pribliºek in predpostavili,
da k temu lastnemu stanju prispevata le operatorja tipa BB¯∗. V okviru Born-
Oppenheimerjevega pristopa smo lahko tedaj lastne energije v odvisnosti od razmaka
teºkih kvarkov povezali s potencialom med mezonoma B in B¯∗. V nadaljevanju
opustimo stati£no limito teºkih kvarkov, zato teºkima delcema priredimo njihove
prave mase. V tem primeru uporabimo za maso B mezona kar eksperimentalno
izmerjeno maso mexpB = 5279 MeV, ki jo ustrezno pretvorimo v enote mreºe.
V tem poglavju se zanimamo za obstoj vezanih stanj mezonov B in B¯∗ v iz-
ra£unanem medsebojnem potencialu. Ta stanja, £e obstajajo, ºelimo povezati z
eksperimentalno opaºeno resonanco Zb. V ta namen re²imo stacionarno Schrödin-
gerjevo ena£bo v treh dimenzijah za centralni potencial V (r). Ker gre za potencial
med dvema delcema, ena£bo zapi²emo v teºi²£nem sistemu, za maso pa uporabimo
reducirano maso 1/µ = 1/mB + 1/mB¯∗ .
Mezona B in B¯∗ se v kanalu Zb sklopita s kvantnimi ²tevili JP = 1+, zato sta
mogo£i vrednosti orbitalne vrtilne koli£ine l = 0, 2. Izkaºe se, da je za l = 2 efektivni
potencial odbojen za vse r, zato re²imo ena£bo le za l = 0. Schrödingerjeva ena£ba
se za ta primer glasi [21](
− ~
2
2µ
d2
dr2
+ V (r)
)
u(r) = Wu(r) (3.78)
kjer valovno funkcijo ψ izrazimo kot ψ(r) = u(r)/r. W tukaj predstavlja vsoto kine-
ti£ne in potencialne energije B mezonov, polno energijo tega sistema pa izra£unamo
kot: M = mB +mB¯∗+W . Ta ustreza masi stanja in to vrednost spodaj primerjamo
z eksperimentalno izmerjenimi masami.
Potencial poznamo le za spodnje vrednosti:
r V (r)
1 −0.659± 0.017
2 −0.341± 0.021
3 −0.102± 0.025
4 −0.105± 0.016
Za ostale r je potencial 0 v okviru napake. Da re²imo ena£bo 3.78, potencial mode-
liramo s funkcijo, od katere zahtevamo, da se z nara²£ajo£o razdaljo pribliºuje 0, v
izhodi²£u pa zavzame kon£no vrednost. Za modelski potencial izberemo funkcijo
V (r) = −Ae−( rd)
F
, (3.79)
parametrizirano z A, d in F . Vrednosti r in V (r) so podane v mreºnih enotah. Para-
metra A in d poi²£emo za ve£ izbranih vrednosti parametra F , kar prikazuje spodnji
graf 3.17. Za celoten nabor modelskih potencialov numeri£no re²imo Schrödinger-
jevo ena£bo z metodo lastnih vrednosti, kjer z diskretizacijo koordinate r re²evanje
diferencialne ena£be prevedemo na problem lastnih vrednosti. Numeri£no ga re²imo
z uporabo LAPACK-ovih rutin [22]. Postopek je opisan v dodatku C.
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]
Slika 3.17: Modelski potencial oblike V (r) = −A exp
[
− (r/d)F
]
prilagajmo izra£unanim
vrednostim potenciala za razli£ne vrednosti parametra F .[9]
Za vse vrednosti parametrov modelskega potenciala po razli£nih prilagajanjih
dobimo le eno globoko vezano stanje (slika 3.18) z vezavno energijo
Wvezano = (−411± 20)MeV. (3.80)
Diskusijo o tem stanju podamo po tem, ko analiziramo ²e virtualno vezana stanja,
ki jih potencial omogo£a.
Iz sipalnih re²itev Schrödingerjeve ena£be (re²itve z energijami W = ~
2k2
2µ
> 0)
izlu²£imo fazne premike δ0(k). Asimptotske re²itve za l = 0 so namre£ oblike
u(r) = B sin(kr + δ0(k)), (3.81)
kjer je δ0(k) = 0 v primeru odsotnosti potenciala. Fazni premiki imajo pomembno
fizikalno vsebino, saj z njimi izrazimo sipalno matriko S(k) = ei2δ0(k), ki na komple-
ksni ravnini k vsebuje informacije o moºnih stanjih. Sipalna matrika ima pole na
pozitivni imaginarni osi, ki jim ustrezajo vezana stanja, in na negativni imaginarni
osi, ki jim ustrezajo virtualno vezana stanja. Polom v £etrtem kvadrantu ustrezajo
resonan£na stanja, ki jih v tem primeru ni, saj potencial nima plasti, ki bi omogo£ala
njihov obstoj.[21, 23]
Med tem, ko smo vezano stanje ºe izra£unali, z analizo faznih premikov odkrijemo
²e eno virtualno vezano stanje pri vezavni energiji
Wvirtualno = (−13± 10)MeV. (3.82)
Virtualno vezano stanje opazimo le za nekaj najniºjih vrednosti parametra F , kot
prikazuje spodnji graf 3.18. Navedeno vrednost energije dobimo za modelski poten-
cial s parameteri A = 1.139, F = 1.3 in d = 1.615.
Virtualno vezano stanje je odgovorno za vrh izra£unanega sipalnega preseka v
kanalu BB¯∗. Ta je sorameren s sin2(δ0(k)) in ga prikazuje spodnji graf 3.19b.
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Slika 3.18: Energije vezanega in virtualno vezanega stanja v odvisnosti od parametrizacije
modelskega potenciala z F . Energija vezanega stanja je stabilna za razli£ne parametrizacije,
med tem ko virtualno vezano stanje obstaja le za nekaj najniºjih vrednosti F .
Rezultat, ki smo ga dobili na podlagi teoreti£nih izra£unov, je konsistenten z
eksperimentalno opaºeno resonanco Zb, ki jo opazimo v kanalu BB¯∗, prikazano na
sliki 3.19a. V tej ²tudiji pridemo do zaklju£ka, da je mo£an privla£en potencial in
virtualno stanje, ki ga ta dopu²£a, najverjetneje povezan z eksperimentalno opaºeno
resonanco Zb. Da te povezave utrdimo, bi v nadaljnih raziskavah morali opustiti
razne pribliºke, ki smo se jih v tem delu posluºili. O nadaljnih moºnostih za raziskave
bomo razpravljali v zaklju£ku.
Pomemben in presenetljiv rezultat te ²tudije je, da izra£unan potencial dopu²£a
tudi globoko vezano stanje 3.80, ki leºi dale£ pod pragom mB + mB¯∗ . Tega stanja
v eksperimentu niso odkrili. e to obstaja, bo opazno v razpadnem kanalu Zb →
Υ(1S)pi, saj se to edino nahaja pod energijo mB +mB¯∗ +Evezano. Izmerjeno ²tevilo
dogodkov v okolici invariantne mase globoko vezanega stanja precej fluktuira (slika
3.20), zato je mogo£e, da bo pri ve£jem vzorcu meritev v omenjenem kanalu opaºena
resonanca, ki ustreza izra£unanemu stanju.
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(a) izmerjeno ²tevilo dogodkov pri razpadu
e+e− → BB¯∗pi
(b) izra£unano ²tevilo dogodkov pri sipanju
BB¯∗
Slika 3.19: a) izmerjeno ²tevilo dogodkov v kanalu e+e− → BB¯∗pi v odvisnosti od energije
[5] in b) izra£unano ²tevilo dogodkov NBB¯∗ ∝ kσBB¯∗ pri sipanju BB¯∗ v odvisnosti od
energije [9]. Opazimo vrh nad mejno vrednostjo mB+mB¯∗ , ki ga povzro£a virtualno vezano
stanje in se sklada z izmerjenim vrhom pri isti energiji.
]
Slika 3.20: Graf prikazuje ²tevilo dogodkov v odvisnosti od invariantne mase botomonija in
piona. Dve pu²£ici ozna£ujeta polni energiji globoko in virtualno vezanega stanja, ki smo
ju uspeli izlu²£iti iz teoreti£no analize tetrakvarka Zb. [4]
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Zaklju£ek
V tem delu smo teoreti£no ²tudirali resonanco Zb, opaºeno leta 2011 z detektorjem
Belle, ki izkazuje tetrakvarkovsko strukturo. Iz razpadnih kanalov je bilo mogo£e
sklepati na kvarkovsko sestavo b¯bud¯. Kvarki interagirajo prek mo£ne interakcije, zato
smo sistem analizirali v okviru kvantne kromodinamike, ki je uveljavljena teorija
mo£ne interakcije. V obravnavanem energijskem reºimu je kvantna kromodinamika
neperturbativna, zato smo bili primorani uporabiti formulacijo te teorije na (kon£ni)
mreºi prostora-£asa prek popotnega integrala. Teorijo mo£ne interakcije v zveznem
prostoru-£asu in prehod na diskretizirano razli£ico ter njeno uporabo za izra£un
fizikalnih opazljivk smo opisali v 2. poglavju.
V glavnem poglavju tega dela smo analizirali sistem Zb. Na²o analizo smo osno-
vali na Born-Oppenheimerjevem pribliºku, kjer smo v prvem koraku veliko teºja
kvarka b¯ in b obravnavali kot stati£na (za razliko od lahkih kvarkov u in d¯) ter
izra£unali energijski spekter tega sistema v odvisnosti od razmaka med teºkima
kvarkoma. Obliko modelskih stanj resonance Zb smo dolo£ili na podlagi pripada-
jo£ioh razpadnih kanalov. Izbrali smo dva tipa baznih stanj, kjer prvi tip opisuje
mezona B in B¯∗, drugi tip pa Υ in pi z dano gibalno koli£ino. Prek korelacijskih
funkcij za bazna stanja smo izlu²£ili omenjen energijski spekter.
Za ustrezno interpretacijo rezultatov smo obravnavali neinteragirajo£e sisteme:
B mezon, Υ in pi. Energijski spekter sistema Zb smo nato primerjali z ustreznimi
neinteragirajo£imi energijami, ki v primeru stanja BB¯∗ ustreza kar vsoti mas B
mezonov, v primeru Υpi pa vsoti energije Υ v odvisnosti od razmaka b in b¯ ter polne
energije piona. Po primerjavi smo opazili znatno odstopanje od neinteragirajo£ih
energij le za lastno stanje, ki se mo£no prekriva z baznim stanjem BB¯∗. Odkrili smo,
da je za majhne razdalje med mezonoma B in B¯∗ energija bistveno manj²a od vsote
mas obeh, kar kaºe na mo£an privla£en potencial med delcema. Ta je najverjetneje
odgovoren za obstoj resonance Zb.
V okviru Born-Oppenheimerjevega pribliºka smo iz energije v odvisnosti od raz-
maka teºkih kvarkov izlu²£ili potencial med mezonoma B. Za ta potencial smo
nato re²ili 3D Schrödingerjevo ena£bo v teºi²£nem sistemu mezonov, ki smo jim v
tem koraku zopet priredili njihove eksperimentalno pridobljene mase. Potencial smo
modelirali s funkcijo, ki v izhodi²£u zavzame zavzame kon£no vrednost. Na podlagi
ve£ih prilagajanj k izra£unanim vrednostim potenciala smo ugotovili, da ta omogo£a
obstoj virtualno vezanega stanja, ki bi glede na vezavno energijo lahko bilo povezano
z obravnavano resonanco. Da je to stanje zares pravi kandidat, pa bi morali utrditi
z dodatno analizo, kjer bi sprostili nekatere pribliºke, ki smo jih pri delu privzeli.
49
Poglavje 4. Zaklju£ek
Presenetljiv rezultat, ki smo ga odkrili pri re²evanju Schrödingerjeve ena£be, je
globoko vezano stanje. Ta leºi precej pod energijo resonance, kjer zanekrat niso
odkrili nobenih stanj. Izmerjena krivulja dogodkov pri sipanju ni poloºna v oko-
lici energije globoko vezanega stanja, zato obstaja moºnost, da se pri natan£nej²ih
meritvah pojavi resonan£no stanje. Ker pa globoko vezano stanje leºi dale£ pod
pragom vsote mas mezonov B, bi bilo tak²no stanje opazno le v razpadnem kanalu
Zb → Υ(1S)pi, saj je to kon£no stanje edino pod pragom globoko vezanega stanja.
Najbolj nedvoumen rezultat te ²tudije je znaten privla£en potencial med mezo-
noma B na majhnih razdaljah, ki najverjetneje prispeva k obstoju opaºene resonance
Zb. V nadaljnih ²tudijah tega sistema bi bilo vredno analizirati vpliv sklopitve med
stanji BB¯∗ in Υpi, ki smo jo v tem delu zanemarili, in tako re²evati sklopljeno
Schrödingerjevo ena£bo. Pravtako se ponuja moºnost obravnave sistema Zb, kjer je
skupen spin teºkih kvarkov enak 0, medtem ko smo tu obravnavali sistem s skupnim
spinom teºkih kvarkov 1. Nazadnje bi bilo mogo£e izra£unati ²e obliko potenciala v
limiti r → 0 na teoreti£nih osnovi. S temi odprtimi vpra²anji pa tudi zaklju£ujem
to delo.
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Dodatek A
Fierzova transformacija
Diracove bilinearne matrike ΓA, A = 1, ..., 16 tvorijo bazo za kompleksne 4 × 4
matrike. Skonstruiramo jih iz Diracovih γ-matrik (v poljubni reprezentaciji) kot:
1, γi, γ5, γ5γi, σij = [γi, γj]. Poljubno matriko X ∈ M4(C) lahko z njimi enoli£no
izrazimo kot
X =
∑
A
XAΓA, (A.1)
kjer je XA ∈ C. Zgornjo bazo normiramo tako, da velja
Tr
[
ΓAΓB
]
= 4δAB. (A.2)
Pomnoºimo ena£bo A.1 z ΓB in izra£unamo sled:
XA =
1
4
Tr
[
XΓA
]
. (A.3)
e za X izberemo elementarno matriko (Eij)kl = δikδjl in jo razvijemo po ena£bi
A.1 z uporabo zveze A.3, dobimo
(Eij)kl =
∑
A
1
4
Tr
[
EijΓ
A
]
ΓAkl =
∑
A,m,n
1
4
(Eij)mnΓ
A
nmΓ
A
kl.
Z uporabo definicije Eij je zgornji izraz
δikδjl =
∑
A
1
4
ΓAjiΓ
A
kl. (A.4)
Ta ena£ba je invariantna na zamenjavo indeksov i ↔ k in/ali j ↔ l. Z uporabo te
ena£be lahko za poljubni matriki X, Y ∈M4(C) izpeljemo tole identiteto:
XijYkl = (X1)ij(1Y )kl =
∑
m,n
XimδmjδknYnl =
∑
A,m,n
Xim
1
4
ΓAkjΓ
A
mnYnl
=
1
4
∑
A
(XΓAY )ilΓ
A
kj.
Razvijemo matriko (XΓAY ) po Diracovi bazi z uporabo koeficientov A.3, pa dobimo
XijYkl =
1
16
∑
A,B
Tr
[
XΓAY ΓB
]
ΓAkjΓ
B
il . (A.5)
To so Fierzove transformacije.
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Dodatek B
Izpeljava kvantnih ²tevil kreacijskih
operatorjev
V izpeljavi se bomo opirali na transformacijske lastnosti kvarkovskih in gluonskih
polj glede na Lorentzove transformacije Λ, nabojno konjugacijo C ter inverzijo pro-
stora P . Za kvarkovska polja so ta [10]:
q(x)
Λ−→ Λ 1
2
q(Λ−1x), q¯(x) Λ−→ q¯(Λ−1x)Λ−11
2
, (B.1)
q(x)
C−→ iγ2γ4q¯T (x), q¯(x) C−→ −iqT (x)γ2γ4, (B.2)
q(t,x)
P−→ γ4q(t,−x), q¯(t,x) P−→ q¯(t,−x)γ4, (B.3)
kjer je Λ 1
2
= exp
(− i
2
ωµνS
µν
)
spinorska reprezentacija Lorentzove transformacije Λ,
Sµν =
i
4
[γµ, γν ] so generatorji Diracove algebre, ωµν pa je antisimetri£na matrika
parametrov Lorentzove transformacije. Za gluonska polja na mreºi se zgornje trans-
formacije glasijo [11]:
Uµ(x)
Λ−→ Λ νµ Uν(Λ−1x), (B.4)
Uµ(x)
C−→ Uµ(x)∗, (B.5)
Uµ(x)
P−→
{
Ui(−x− iˆ)†; i = 1, 2, 3
U0(−x); . (B.6)
Za£nemo z izpeljavo kvantnih ²tevil za prvi operator. Ta ima slede£o obliko:
O1(r, t) = ΓαβΓ˜γδ b¯(t,x1)γau(t,x1)βa d¯(t,x2)
α
b
b(t,x2)δ
b
, (B.7)
kjer je x2 − x1 = (0, 0, r), Diracova struktura pa je
Γ = (1− γ4)γ5, Γ˜ = γ3(1 + γ4). (B.8)
Najprej izra£unamo kvantno ²tevilo λ, ki je povezano z rotacijo lahkih polj okoli
osi z, ki vsebuje teºka kvarka. Spinorsko reprezentacijo omenjene transformacije
zapi²emo z ω12 = −ω21 = θ in ωµν = 0 za vse ostale komponente. Rotacija okoli osi
z in njen inverz sta enaka
R
(z)
1
2
(θ) = exp
(
θ
4
[
γ1, γ2
])
, R
(z)−1
1
2
(θ) = exp
(
−θ
4
[
γ1, γ2
])
(B.9)
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Izvedemo transformacijo lahkih polj v operatorju O1,
O1(r)
R(z)(θ)−−−−→ O′1(r) = ΓαβΓ˜γδ b¯(x1)γ(R(z)1
2
u(x1))β (d¯(x2)R
(z)−1
1
2
)αb(x2)δ, (B.10)
kjer smo upo²tevali, da se ²tirivektorja (t,x1) in (t,x2) pri rotaciji ohranjata, saj x1
in x2 leºita na osi rotacije. Razpi²emo zgornji izraz po indeksih in dobimo
O′1(r) =
(
R
(z)−1
1
2
ΓR
(z)
1
2
)
αβ
Γ˜γδ b¯(x1)γu(x1)β d¯(x2)αb(x2)δ. (B.11)
Eksponent v B.9 je definiran prek Taylorjeve vrste
exp(A) =
∞∑
n=0
An
n!
, (B.12)
zato je dovolj pokazati, da Γ komutira z [γ1, γ2]. Ker tako γ4 kot γ5 komutira
s produktom γ1γ2 oziroma γ2γ1, velja enakost O′1 = O1. Operator B.7 glede na
rotacije lahkih polj okoli osi z sodi v trivialno reprezentacijo s kvantnim ²tevilom
λ = 0.
Nadaljujemo s transformacijo CP . Najprej na operator B.7 delujemo z zrcalje-
njem P , pa dobimo:
O1(r)
P−→ O′1(r) = (γ4Γγ4)αβ
(
γ4Γ˜γ4
)
γδ
b¯(x2)γu(x2)β d¯(x1)αb(x1)δ, (B.13)
kjer smo upo²tevali, da za to£ko zrcaljenja izberemo sredi²£e med teºkima kvarkoma,
zato se x1 preslika v x2 in obratno. Na zgornji izraz delujemo ²e s konjugacijo naboja
O′1(r)
C−→ O′′1(r) = (γ4Γγ4)αβ
(
γ4Γ˜γ4
)
γδ
·
· (bT (x2)γ2γ4)γ (γ2γ4u¯T (x2))β (dT (x1)γ2γ4)α (γ2γ4b¯T (x1))δ
= (γ2Γγ2)αβ
(
γ2Γ˜γ2
)
γδ
b¯(x1)δd(x1)α u¯(x2)βb(x2)γ.
(B.14)
V zadnjem ena£aju smo upo²tevali antikomutacijske relacije γ-matrik in antikomuta-
tivnost fermionskih polj. Ker je izospin lahkih polj enak 1, izvedemo ²e transforma-
cijo v izospinskem prostoru, ki zamenja okusa u in d. Tedaj je celotna transformacija
podana z izrazom
O1(r)
CP−−→ O′′1(r) = (γ2Γγ2)Tαβ
(
γ2Γ˜γ2
)T
γδ
b¯(x1)γu(x1)β d¯(x2)αb(x2)δ, (B.15)
kjer smo s transpozicijo dosegli prvotno obliko operatorja. Pora£unamo zgornja
oklepaja za Diracovo strukturo B.8:
(γ2(1− γ4)γ5γ2)T = − ((1 + γ4)γ5)T = −γ5(1 + γ4) = −(1− γ4)γ5, (B.16)
(γ2γ3(1 + γ4)γ2)
T = − (γ3(1− γ4))T = (1− γ4)γ3 = γ3(1 + γ4) (B.17)
Od tod sledi O′′1 = −O1, torej operatorju pripada kvantno ²tevilo η = −1.
Ker je vrtilna koli£ina lahkih polj enaka 0, obstaja dodatno dobro kvantno ²tevilo
, ki dolo£a transformacijske lastnosti obravnavanega operatorja glede na zrcaljenje
prek ravnine, ki vsebuje teºka kvarka. Izberemo ravnino z normalo v smeri osi x.
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Zrcaljenje prek nje izvedemo iz dveh zaporednih operacij, in sicer inverzije prostora P
in rotacije za kot pi okoli osi x. Po inverziji prostora dobimo izraz, ekvivalenten izrazu
B.13, le da tokrat v transformacije vklju£imo tudi teºka kvarka. Nanj delujemo z
rotacijo in dobimo:
O1(r)
R(x)(pi)P−−−−−→ O′′1(r) =
(
R
(x)−1
1
2
γ4Γγ4R
(x)
1
2
)
αβ
(
R
(x)−1
1
2
γ4Γ˜γ4R
(x)
1
2
)
γδ
×
× b¯(x1)γu(x1)β d¯(x2)αb(x2)δ,
(B.18)
kjer smo upo²tevali, da rotacija koordinati x1 priredi x2 in obratno. Najprej lahko
oklepaja poenostavimo z uporabo antikomutacijskih pravil, saj za B.8 velja:
γ4Γγ4 = −Γ, γ4Γ˜γ4 = −Γ˜
Da bi nadalje poenostavili oklepaj, zapi²emo rotacijo v eksplicitni obliki. Razvijemo
eksponent in dobimo
R
(x)
1
2
(θ) = exp
(
θ
4
[
γ2, γ3
])
=
∞∑
n=0
1
n!
(
θ
4
[
γ2, γ3
])n
= 1 +
θ
4
[
γ2, γ3
]− 4 1
2!
(
θ
4
)2
1− 4 1
3!
(
θ
4
)3 [
γ2, γ3
]
+ ...
=
(
1− 1
2!
(
θ
2
)2
+
1
4!
(
θ
2
)4
+ ...
)
1+
+
(
θ
2
− 1
3!
(
θ
2
)3
+
1
5!
(
θ
2
)5
+ ...
)
1
2
[
γ2, γ3
]
= cos
(
θ
2
)
1 + sin
(
θ
2
)
1
2
[
γ2, γ3
]
,
(B.19)
kjer smo upo²tevali enakost [γ2, γ3]2 = −4 · 1. V primeru θ = pi, ki ustreza obrav-
navani rotaciji, se izraz poenostavi v
R
(x)
1
2
(pi) =
1
2
[
γ2, γ3
]
. (B.20)
Izra£unajmo (anti)komutacijske relacije zgornje rotacije z matrikama Γ in Γ˜. Najprej
opazimo, da £lena (1 ± γ4) komutirata z rotacijo zgornjega tipa, saj γ4 komutira s
produktom γ2γ3 oziroma γ3γ2. Podobno velja za γ5, druga£e pa je z matriko γ3, za
katero velja
γ3
[
γ2, γ3
]
= γ3γ
2γ3 − γ3γ3γ2 = −γ2γ3γ3 + γ3γ2γ3 = −
[
γ2, γ3
]
γ3.
Skupen predznak obeh oklepajev je torej −1 in zato O′′1(r) = −O1(r). Danemu
operatorju pripada kvantno ²tevilo  = −1. S tem smo tudi potrdili ujemanje
kvantnih ²tevil operatorja O1 z Diracovo strukuro B.8 z izmerjenimi (λ = 0, η =
−1,  = −1).
Drugi set operatorjev opisuje botomonij in pion z gibalnimi koli£inami
|p| ∈ {0, 2pi
a
,
4pi
a
}. (B.21)
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Dodatek B. Izpeljava kvantnih ²tevil kreacijskih operatorjev
Z operatorjem botomonija in piona jih zapi²emo kot:
O2(r, t) = OΥ(r, t)Opi(0,0,0)(t), (B.22)
O3(r, t) = OΥ(r, t)
(
Opi(0,0, 2pi
L
)(t) +Opi(0,0,− 2pi
L
)(t)
)
, (B.23)
O4(r, t) = OΥ(r, t)
(
Opi(0,0, 4pi
L
)(t) +Opi(0,0,− 4pi
L
)(t)
)
. (B.24)
Ker je operator zapisan v produktni obliki (prostostne stopnje Υ in pi se ne sklapljajo
v Diracovem ali barvnem prostoru), lahko posebej obravnavamo transformacijske
lastnosti operatorja botomonija in piona z gibalno koli£ino p, ki ju zapi²emo kot:
OΥ(r, t) = b¯(t,x1)αaΓ
(Υ)
αβ PU(t,x1; t,x2)abb(t,x2)βb, (B.25)
Opi(p)(t) =
∑
x
d¯(t,x)αaΓ
(pi)
αβ u(t,x)βae
ip·x, (B.26)
kjer je Diracova struktura
Γ(Υ) = γ3, Γ
(pi) = γ5. (B.27)
Za£nemo z rotacijsko simetrijo, kjer transformiramo le polja lahkih kvarkov. Ta so
popolnoma vsebovana v operatorju Opi(p). Upo²tevajo£ transformacijske lastnosti
fermionskih polj dobimo
Opi(p)
R(z)−−→ O′pi(p) =
∑
x
d¯(R(z)−1x)α
(
R
(z)−1
1
2
Γ(pi)R
(z)
1
2
)
αβ
u(R(z)−1x)βeip·x
=
∑
x
d¯(R(z)−1x)αΓ
(pi)
αβ u(R
(z)−1x)βeip·x
=
∑
x′
d¯(x′)αΓ
(pi)
αβ u(x
′)βeip
′·x′
= Opi(p′),
(B.28)
kjer je p′ = R(z)−1p. V drugem ena£aju smo upo²tevali, da Γ(pi) = γ5 komutira z
rotacijsko matriko (kot v ena£bi B.11), v tretjem pa smo vsoto po x preuredili na
vsoto po x′ = R(z)−1x in upo²tevali enakost p · x = (R(z)−1p) · (R(z)−1x) = p′ · x′.
Operator Opi(p), in s tem OΥOpi(p), je na rotacije okoli osi z invarianten le, kadar
ima gibalna koli£ina piona smer z: p = pe3. Tedaj spada v trivialno reprezentacijo
rotacijske grupe s spinom ni£. Ker je smer gibalnih koli£in pionskih operatorjev
vzdolº osi z, jim pripada kvantno ²tevilo λ = 0.
Nadaljujemo s simetrijo CP . V faktorju OΥ nastopa produkt vezi PU vzdolº
osi z, zato se opremo na transformacijska pravila B.4-C.6. V primeru zrcaljenja
prostora se PU transformira po pravilu:
PU(x1;x2)
P−→ P ′U(x1;x2) = U ′3(x1)U ′3(x1 + n3)... U ′3(x2 − n3)
= U3(x2 − n3)†U3(x2 − 2n3)†... U3(x1)†
= U−3(x2)U−3(x2 − n3)... U−3(x1 + n3)
= PU(x2;x1),
(B.29)
kjer smo v drugem ena£aju upo²tevali, da to£ka zrcaljenja leºi med x1 in x2, v tretjem
ena£aju pa smo uporabili zvezo: Uµ(x) = U−µ(x + µˆ)†. Pri nabojni konjugaciji je
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transformacijsko pravilo slede£e:
PU(x1;x2)
C−→ P ′U(x1;x2) = U ′3(x1)U ′3(x1 + n3)... U ′3(x2 − n3)
= U∗3 (x1)U
∗
3 (x1 + n3)... U
∗
3 (x2 − n3)
=
(
U †3(x2 − n3)... U †3(x1 + n3)U †3(x1)
)T
= (U−3(x2)... U−3(x1 + 2n3)U−3(x1 + n3))
T
= PU(x2;x1)
T
(B.30)
Delujmo sedaj na operator OΥ z zrcaljenjem prostora. Dobimo
OΥ(r)
P−→ O′Υ(r) = b¯(x2)αa
(
γ4Γ
(Υ)γ4
)
αβ
PU(x2;x1)abb(x1)β
b
, (B.31)
kjer smo uporabili B.29. Nadaljujemo z nabojno konjugacijo, upo²tevajo£ B.30:
O′Υ(r)
C−→ O′′Υ(r) = (bT (x2)γ2γ4)αa
(
γ4Γ
(Υ)γ4
)
αβ
PU(x1;x2)ba(γ2γ4b¯
T (x1))β
b
= −b(x2)αa
(
γ2Γ
(Υ)γ2
)
αβ
PU(x1;x2)bab¯(x1)β
b
= b¯(x1)αa
(
γ2Γ
(Υ)γ2
)T
αβ
PU(x1;x2)abb(x2)β
b
= OΥ(r).
(B.32)
Celoten oklepaj je enak 1, kar sledi iz antikomutacijskih relacij γ-matrik in lastnosti
Γ(Υ)T = γT3 = −γ3, ki velja v na²i reprezentaciji. Operatorju OΥ zato glede na CP
simetrijo pripada kvantno ²tevilo η = 1.
Postopek ponovimo ²e za operator Opi(p). Po zrcaljenju prostora dobimo
Opi(p)
P−→ O′pi(p) =
∑
x
d¯(−x)α
(
γ4Γ
(pi)γ4
)
αβ
u(−x)βeip·x
=
∑
x′
d¯(x′)α
(
γ4Γ
(pi)γ4
)
αβ
u(x′)βe−ip·x,
(B.33)
kjer smo vsoto po x preuredili v vsoto po x′ = −x. Delujemo na zgornji izraz ²e z
nabojno konjugacijo in rotacijo v izospinskem prostoru (u↔ d):
O′pi(p)
P−→ O′′pi(p) =
∑
x′
d¯(x′)α
(
γ2Γ
(pi)γ2
)T
αβ
u(x′)βe−ip·x
= −Opi(−p),
(B.34)
kjer smo se oprli na zgornje izpeljave. Oklepaj je tokrat enak −1, saj velja Γ(pi)T =
γT5 = γ5. Razen v primeru p = 0, transformacija CP ni simetrija operatorja Opi(p),
zato tvorimo linearne kombinacije Opi(p)±Opi(−p). V primeru vsote obeh operatorjev
je kvantno ²tevilo η = −1, v primeru razlike pa je η = 1. e se ozremo na izbrane
operatorje, opazimo, da vsem trem pripada kvantno ²tevilo η = −1.
Za konec si oglejmo ²e lastnosti operatorja OΥpi(p) pri zrcaljenju prek ravnine,
ki jo izvedemo z zaporednim zrcaljenjem prostora in rotacijo okoli osi x za kot pi.
Najprej si oglejmo faktor OΥ. Opremo se na prej²nji rezultat in zapi²emo
OΥ
R(x)P−−−→ O′′Υ = b¯(x1)αa
(
R
(x)−1
1
2
γ4Γ
(Υ)γ4R
(x)
1
2
)
αβ
PU(x1;x2)abb(x2)β
b
= OΥ,
(B.35)
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Dodatek B. Izpeljava kvantnih ²tevil kreacijskih operatorjev
kjer smo upo²tevali, da se glede na prostorske transformacije Uµ(x) vede kot vek-
torsko polje, zaradi £esar zrcaljenje prek ravnine yz produkta vezi PU(x1;x2) ne
spremeni, saj je ta usmerjen vzdolº osi z. Upo²tevajo£ antikomutacijske relacije
ugotovimo, da operatorju botomonija pripada kvantno ²tevilo  = 1.
Ponovimo izpeljavo ²e za pionski operator. Nadaljujemo od izraza C.31, na
katerega delujemo z rotacijo v smeri osi x:
O′pi(p)
R(x)(pi)−−−−→ O′′pi(p) =
∑
x
d¯(R(x)−1x)α
(
R
(x)−1
1
2
γ4Γ
(pi)γ4R
(x)
1
2
)
αβ
u(R(x)−1x)βe−ip·x
=
∑
x′
d¯(x′)α
(
R
(x)−1
1
2
γ4Γ
(pi)γ4R
(x)
1
2
)
αβ
u(x′)βeip·x
′
= −Opi(p),
(B.36)
pri £emer smo upo²tevali, da rotacija R(x)(pi) preslika p v −p, saj ta kaºe v smeri osi
z. Operatorju Opi(p), in s tem tudi celotnemu operatorju OΥpi(p), pripada kvantno
²tevilo  = −1. S tem smo potrdili ujemanje kvantnih ²tevil z izmerjenimi tudi za
drugi set operatorjev.
60
Dodatek C
Numeri£no re²evanje Schrödingerjeve
ena£be
Interval koordinate r, na katerem i²£emo re²itev, diskretiziramo na enakomerne ko-
rake. V na²em primeru je ta interval [0, rmax], kjer mora biti zgornja meja rmax
dovolj velika (pomen tega razjasnimo kasneje). Po diskretizaciji intervala na N od-
sekov dolºine h = rmax/N postane Schrödingerjeva ena£ba matri£na ena£ba. Tedaj
lahko namre£ valovno funkcijo ψ oziroma u opi²emo z vrednostmi v to£kah ri = ih,
ki jih zloºimo v vektor:
u(r) −→ u(ri) ≡ ui, i = 0, 1, ..., N − 1.
Aproksimiramo ²e drugi odvod z diferencami v najenostavnej²i obliki:
d2
dx2
u(r) −→ 1
h2
(ui+1 − 2ui + ui−1) ,
Potencialni £len je
V (r)u(r) −→ Viui,
kjer je Vi = V (ri). Hamiltonijan je tedaj podan z N ×N matriko kot
H = − 1
2µh2

−2 1
1 −2 1
1
. . .
1
1 −2
+

V0
V1
. . .
VN−1
 (C.1)
Problem se prevede na iskanje lastnih vektorjev in lastnih vrednosti zgornje matrike.
Z indeksno notacjo zapi²emo to ena£bo kot
Hiju
(k)
j = Eku
(k)
i ,
kjer u(k) ozna£uje lastni vektor, Ek pa pripadajo£o lastno vrednost - energijo. Upo-
²tevati moramo ²e robne pogoje. Za vezana stanja mora namre£ veljati (v konti-
nuumu) u(r → ∞) = 0. Pravtako mora biti funkcija u v izhodi²£u enaka ni£, kar
sledi direktno iz njene definicije ψ(r) ∝ u(r)
r
(v nasprotnem primeru valovna funkcija
v izhodi²£u divergira). Prvemu pogoju ne zadostimo direktno, saj numeri£no poi-
²£emo re²itev le na kon£nem intervalu. A ker vezana stanja v ve£jih oddaljenostih
od sredi²£a potenciala zamirajo eksponentno, poskrbimo, da se re²itve relaksirajo
predno doseºejo rob intervala.
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